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RESUMO
O presente trabalho trata da simulação numérica de problemas 
envolvendo mudança de fase. Este é um tema ainda em desenvolvimento devido 
às dificuldades envolvidas no tratamento da frente de mudança de fase 
movendo-se no domínio. Existem dois tipos principais de solução; o método da 
temperatura, no qual a frente é determinada e o problema resolvido 
separadamente em dois domínios, com a aplicação de condições na interface, e 
o método da entalpia, no qual não se conhece a posição da frente e o problema 
é resolvido com formulação única para todo o domínio. No método da entalpia 
a existência da mudança de fase só é “noticiada” por meio do termo-fonte da 
equação da energia, surgindo, então, uma infinidade de métodos baseados na 
maneira de tratar este termo-fonte. O método proposto neste trabalho não se 
classifica nestes dois tipos clássicos. Possui uma nova concepção, baseada 
principalmente na idéia de dar um melhor tratamento numérico à frente de 
mudança de fase, porém, sem os inconvenientes da aplicação de uma condição 
de interface, como no método da temperatura. O novo método leva a 
excelentes soluções unidimensionais. É capaz de prever a posição da interface 
com erros médios da ordem de 0,5% com relação à solução exata. É também 
capaz de calcular corretamente a temperatura no domínio, ao contrário dos 
métodos de entalpia, que possuem dificuldade de fazê-lo. O método é 
generalizado utilizando-se de coordenadas curvilíneas não ortogonais e malhas 
móveis. São propostos dois tipos de malhas móveis, gerando duas 
metodologias diferentes, porém, com a mesma concepção. São resolvidos 
problemas unidimensionais com propriedades descontínuas e problemas 
bidimensionais sem e com convecção na fase líquida, com o objetivo de testar 
as metodologias, comparando-as com soluções existentes na literatura. Para a 
solução do problema convectivo, o método SIMPLEC com variáveis 
colocalizadas é empregado.O novo método é capaz de obter boas soluções em 
todos os casos testados. Este trabalho vem abrir um novo caminho para a 
simulação numérica de problemas de mudança de fase, estreitando os limites 
entre as duas linhas de pesquisa clássicas na área.
ABSTRACT
The present work deals with the numerical simulation o f phase change problems. 
There are two basic methods available for solving this class o f problems; the two domain 
method, where the temperature is solved for each domain with the application o f the interface 
boundary condition, and the entalpy method, with applies a single formulation for the whole 
domain. In the latter method the position o f the moving front is not known exactly, and it is 
noticed through the source-term.
The method proposed in this work advances a new idea, where a better treatment is 
giving to the moving front without the inconvenience o f appling conditions at the interface. 
The method is able o f predicting the position o f the moving front with 0.5% error when 
compared with analytical solutions. It is also able to compute correctly the temperature in the 
domain, a feature which is not easily done by the entalpy methods. The method is generalized 
using curvilinear coordinate systems and moving grids. Two moving grid methods are 
proposed. One and two-dimensional problems with discontinuous properties are solved and 
compared with the available results in the literature. It is also solved two-dimensional 
problems with convection heat transfer in the liquid using a colocated method with the 
SIMPLEC algorithm. The advanced method is a new view o f solving phase change problems 
which narrows the limits between the two classical methodologies.
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SIMBOLOGIA
coeficiente na equação geral da pressão
coeficiente na equação geral de transporte ou área
termo fonte da equação da pressão
termo fonte modificado da equação geral de transporte
calor específico
coeficiente de difusão
coeficiente do termo de convecção no método SIMPLEC Eq.(6.31) 
coeficiente relativo no fluxo difusivo, na eq. geral de transporte 
entalpia total
fração volumétrica (concentração) 
fluxo
fator de desalinhamento da malha móvel 
número de Fourier [at /L2] 
aceleração da gravidade ou fração em volume 
entalpia sensível 
entalpia latente
inverso do jacobiano da transformação de coordenadas 
vetor de base unitário na direção x 
vetor de base unitário na direção y
J jacobiano da transformação de coordenadas
k condutividade térmica
L dimensão característ ica
M fluxo de massa
n nível interativo
n vetor unitário normal a superfície
P pressão
Pe número de Peclet [puL/T]
Pr número de Prandtl [jLicp/ k
r número de Peclet da malha Eq.(6.5)
Ra número de Rayleigh [g p AT L3 Pr/v2]
S termo fonte na equação geral de transporte
ST termo fonte modificado na equação geral de transporte
Ste número de Stefan [cp AT /X]
t tempo
T temperatura
u velocidade cartesiana da direção x
v velocidade cartesiana da direção y
U,V componentes contravariantes sem normalização métrica na 
velocidade
V vetor velocidade
U,V componentes da velocidade relativa transformada
x.y direções do sistema cartesiano de coordenadas
LETRAS GREGAS
difusividade térmica [k/pcp] ou componente do tensor métrico 
parâmetro do WUDS Eq.(6.4)
coeficiente de expansão volumétrica ou componente do 
métrico
parâmetro do WUDS Eq.(6.4) 
diferença finita 
componente do tensor métrico
coeficiente de difusão na equação geral de transporte
coordenada do sistema transformado






tempo no sistema transformado 
constante do problema de Neumann 





Os fenômenos de transferência de calor e massa associados a sistemas de 
mudança de fase sólido/líquido têm atraído a atenção de muitos pesquisadores 
recentemente, devido à sua importância prática. A seguir, apresentam-se 
algumas aplicações importantes e um breve apanhado histórico do 
desenvolvimento desta área.
1.1.1- Aplicações
Devido à sua grande importância em processos industriais e científicos, 
problemas envolvendo mudança de fase vêm sendo intensivamente estudados 
nas últimas décadas. Várias aplicações práticas estão associadas a mudanças de 
fase sólido/líquido (ou vice versa), dentre elas podem-se citar:
• Processos metalúrgicos, tais como lingotamento, fundição, soldagem, 
purificação de metais, etc.
• Instalações de armazenamento de energia térmica por meio de m aterial de 
m udança de fa se  - M M F  (“PCM - phase change m aterial”).
• Controle térmico de aeronaves, tanto na utilização de material de mudança 
de fase, quanto para estudo da partida de tubos de calor inicialmente 
"congelados".
• Crescimento de cristais.
• Processos de congelamento de produtos alimentares .
1.1.2- Histórico
Uma das primeiras publicações na área foi feita por Stefan. [1] aplicada 
ao estudo da espessura de gelo no mar polar. Por isso, o problema de
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solidificação, abordado de forma semelhante à utilizada por Stefan em seu 
artigo, é comumente conhecido como "problema de Stefan". Este consiste na 
solução do deslocamento da frente de solidificação em um domínio líquido 
isotérmico à temperatura de fusão, a partir de um contorno subitamente 
mantido a uma temperatura inferior à de solidificação. A solução deste 
problema envolve apenas condução de calor no sólido e um balanço de energia 
na frente de solidificação que representa o equilíbrio entre o fluxo de calor na 
frente e o calor latente de solidificação do material incorporado em cada 
intervalo de tempo. Ou seja, o calor retirado na frente de solidificação 
determina a velocidade de deslocamento desta e a nova dimensão do domínio 
sólido em cada intervalo de tempo. Outra solução analítica clássica é devida a 
Neumann, datando dos anos 1860 [2], A solução de Neumann é aplicada a 
problemas unidimensionais de fusão de um sólido subresfriado (a uma 
temperatura abaixo da de fusão) ou de solidificação de um líquido 
superaquecido (a uma temperatura superior à de solidificação), em um domínio 
semi-infinito. Neste caso estuda-se a condução do calor nos dois domínios, 
líquido e sólido, com a condição assintótica de temperatura igual à inicial para 
posições distantes da frente.
Até os dias de hoje, a maior parte das soluções analíticas tratou os 
problemas de mudança de fase em domínios unidimensionais ou semi-infinitos, 
levando em conta apenas a condução do calor [2-9], Alguns poucos trabalhos 
abordaram casos bidimensionais em geometrias simples e condições muito 
específicas [10-14], sendo, por isso, de pouca aplicabilidade.
Resultados experimentais [16-21] mostraram a grande importância da 
convecção natural em problemas de mudança de fase. A convecção natural 
desenvolvida no líquido devido a gradientes térmicos influencia fortemente o 
perfil da frente de solidificação e sua velocidade de deslocamento. Quando a 
convecção natural é levada em consideração na solução do problema de 
mudança de fase, chegam-se a formas diferentes para a frente de solidificação e 
a de fusão, enquanto ambas são iguais no caso de condução pura. Em [15] é 
apresentada uma solução analítica por método integral de solidificação a partir 
de uma parede vertical, com convecção na fase líquida, apresentando bons 
resultados quando comparada a resultados experimentais.
Sendo o problema de mudança de fase bastante complexo por possuir 
uma fronteira móvel cuja posição depende da própria solução e por envolver 
dois domínios, existindo forte convecção natural no líquido, tornou-se evidente 
a necessidade de estudá-lo através de métodos numéricos potentes que 
permitissem soluções mais completas do problema, praticamente impossíveis de 
se obter através de métodos analíticos.
Basicamente duas maneiras de formular o problema de mudança de fase 
são utilizadas;
• o método clássico, que utiliza a temperatura como variável 
dependente;
• o método da entalpia, no qual a equação da energia é resolvida em 
termos da entalpia.
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No método clássico os domínios sólidos e líquido são formulados de 
maneira independente e as soluções acopladas através de balanços na interface. 
Evidentemente, neste caso, a posição da interface deve ser conhecida no 
decorrer da solução. Por isso, numa solução numérica, torna-se imperativo o 
uso de malha móvel para acompanhar o movimento da frente de mudança de 
fase.
Quando se utiliza o método da enta lpia ,  remove-se a necessidade de 
satisfazer a condições específicas na frente de mudança de fase. Uma mesma 
formulação é aplicada a todo o domínio e o calor latente de mudança de fase é 
levado em conta através de um termo-fonte na equação da energia, dado em 
função da entalpia latente avaliada em cada ponto. Por esta razão, o método da 
entalpia se aplica a soluções numéricas com malha fixa, por prescindir do 
acompanhamento da frente de mudança de fase durante a solução do problema.
Um excelente apanhado da teoria envolvida em problemas de “fronteira 
móvel”, da qual fazem parte os problemas de mudança de fase, encontra-se em 
Crank, [22],
Na próxima seção, apresentam-se considerações teóricas, baseadas na 
revisão bibliográfica, onde são tratados os diferentes modelos 
físico/matemáticos e modelos numéricos utilizados nos trabalhos da área. 
Deseja-se mostrar o panorama dos desenvolvimentos realizados na área, a fim 
de evidenciar a importância dos objetivos do presente trabalho, que serão 
apresentados logo após.
1.2- REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
Uma revisão bibliográfica bastante completa sobre fusão/solidificação 
foi publicada em 1989 por Yao & Prusa [23],
Nesta seção, é feito um rápido resumo da teoria básica envolvida nos 
problemas de mudança de fase, a partir de uma revisão bibliográfica em 
trabalhos da área. Considerações são feitas com relação aos modelos 
físico/matemáticos e aos modelos numéricos empregados na solução de 
problemas de mudança de fase, com o principal objetivo de estabelecer o grau 
de dificuldade do problema e o estado da arte no assunto. Além disto, à medida 
que os diversos assuntos forem sendo tratados, indica-se ao leitor o capítulo 
ou seção onde são apresentados em detalhes.
1.2.1- Modelos Fís ico/Matemáticos
Os modelos empregados na solução de problemas de mudança de fase se 
diferenciam sob alguns aspectos, que serão tratados a seguir. Para fins de
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organização das idéias estes modelos serão diferenciados quanto à composição 
do material envolvido na mudança de fase e quanto à formulação.
Quanto à Composição do Material
A composição do material é uma característica muito importante para o 
comportamento físico do processo de mudança de fase. O material pode ser 
puro ou multi-componente.
Materiais puros ou misturas eutéticas mudam de fase a uma temperatura 
única, de forma abrupta. Existe, então, uma e apenas uma temperatura de 
fusão/solidificação para cada material puro na qual ele muda de fase 
(obviamente, para uma dada pressão). Neste caso dá-se a formação de uma 
frente de mudança de fase na qual a fusão ou a solidificação ocorre. Exemplos 
de materiais que se comportam desta forma, água, metais puros, parafinas 
(materiais de mudança de fase - MMF, em geral), etc.
Materiais multi-componentes tais como misturas, soluções e ligas 
mudam de fase dentro de uma faixa de temperatura, ou seja, a temperatura de 
fusão do sólido é diferente da de solidificação do líquido, e a temperatura de 
mudança de fase é função da concentração da mistura. Dá-se, então, o 
aparecimento de uma região intermediária conhecida como região "mole" ou 
"pastosa". Esta região é formada por uma matriz sólida cristalina permeável e 
saturada de líquido, cuja estrutura é microscópica, com dimensões da ordem de 
10 a 100 {im. [66]
A natureza específica da formação sólida na região intermediária é 
extremamente complexa, apresentando direções preferenciais de crescimento e 
morfologia variável, dependendo de temperatura e composições locais, dos 
gradientes e de características do próprio fluido. Como a liberação ou absorção 
de calor latente ocorre a nível destas interfaces microscópicas que separam as 
fases, a solução macroscópica de problemas com região intermediária depende 
da morfologia da estrutura cristalina formada nesta região.
Problemas de mudança de fase em materiais multi-componentes 
envolvem tanto fenômenos de difusão térmica quanto de difusão de massa, que 
provocam macro e micro segregação respectivamente, causando grande 
variação na concentração de soluto dentro das regiões líquida e intermediária, 
e por conseqüência, influindo nas propriedades do sólido resultante de um 
processo de solidificação. Para descrever completamente o processo são 
necessárias, portanto, equações de transporte de massa, quantidade de 
movimento, energia e espécies, levando em consideração a existência das duas 
fases, com possível movimento relativo entre elas. Em geral, os modelos 
específicos de mudança de fase multi-componente utilizam-se da teoria da 
mistura para tratar a existência de duas fases concomitantemente. Torna-se 
evidente que, para a solução deste problema, uma série de considerações a 
nível microscópico terão de ser incorporadas nas equações de transporte 
macroscópico. Estas aproximações e leis empíricas, semi-empíricas
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descrevendo o comportamento microscópico diferenciam os diversos modelos 
[66-74],
Algumas comparações com resultados experimentais são apresentadas 
na literatura [72,73], Porém, elas demonstram o quanto os modelos 
físico/matemáticos desenvolvidos ainda não conseguem prever bem a solução 
do problema de mudança de fase multi-componente. Esta observação também 
foi feita em um trabalho publicado por Viskanta [24] em 1988, o qual 
apresentou um importante resumo do estado da arte em fusão/solidificação de 
metais.
Quanto à Formulação
Dois métodos matemáticos são comumente utilizados na solução de 
problemas de mudança de fase, diferindo-se basicamente na escolha da variável 
dependente usada na equação de conservação da energia. Um deles se baseia na 
temperatura e o outro na entalpia. Na realidade, são muitas as diferenças 
destas duas abordagens, que serão vistas a seguir. Existem ainda outros 
métodos, menos utilizados, que serão apenas citados.
No método clássico, também conhecido como formulação em 
temperatura, método de Stefan, formulação forte, solução em múltiplas 
regiões, formulação em dois domínios, etc, as equações de conservação são 
escritas para cada domínio (sólido e líquido) separadamente, com condições de 
acoplamento das soluções na interface. Desta forma, modela-se condução no 
sólido, condução/convecção no líquido e um balanço térmico e de massa na 
interface. A grande dificuldade deste método é decorrente da necessidade de 
localizar a frente de mudança de fase que divide os dois domínios e cuja 
posição não é conhecida "a priori", sendo dependente da própria solução do 
problema. Isto faz com que esta formulação necessariamente recaia na 
utilização de malhas adaptativas, capazes de "acompanhar" o deslocamento da 
interface no tempo e no espaço.
Os trabalhos [25-64] aplicam esta metodologia na solução de diversos 
problemas de fusão/solidificação. Eles diferem significativamente no grau de 
complexidade dos fenômenos físicos modelados e na forma de gerar a malha 
adaptativa. É comum a aplicação desta formulação a apenas um dos domínios 
de solução. Em problemas de fusão, estuda-se apenas o domínio líquido, 
considerando-se o sólido como isotérmico, à temperatura de fusão. A condução 
de calor no sólido é desprezada e o balanço energético na interface estabelece 
que todo calor é usado para fusão de material sólido. Pode-se ainda considerar 
ou não a convecção no domínio líquido. Exemplos de aplicações deste modelo 
simplificado em soluções analíticas são encontrados em [2,3], e em soluções 
numéricas citam-se [30-43], Em problemas de solidificação, estuda-se apenas o 
domínio sólido, considerando-se o líquido como isotérmico e estacionário. 
Neste caso, tanto a condução quanto a convecção de calor no líquido são 
desprezadas. O balanço energético na interface estabelece que todo calor é 
convertido em solidificação de parte do líquido junto à frente de mudança de 
fase. Exemplos de soluções analíticas com estas simplificações são encontrados
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em [2,3] e podem-se citar as referências [26-29] como exemplos de soluções 
numéricas. Como exemplos de trabalhos que utilizam o método da temperatura 
e realizam a formulação dos dois domínios de solução, citam-se as referências 
[44-59], Na maioria dos casos em que se modelam os dois domínios, a 
convecção no líquido não é desprezada. A menos de soluções analíticas, que 
podem ser encontradas em [2,3], as quais comumente se restringem a simples 
condução nos dois domínios, como é o caso da solução de Newmann citada na 
seção 1.1.
O método da temperatura é de difícil aplicabilidade a problemas de 
mudança de fase em materiais multi-componentes. Neste caso, a malha teria de 
se adaptar a duas fronteiras móveis, necessitando formulação em três domínios 
e balanço em duas interfaces. Citam-se as publicações [60,61] que tratam de 
mudança de fase de soluções binárias de uma maneira simplificada, mostrando 
que, apesar das dificuldades, é possível a utilização do método da temperatura 
neste caso.
A formulação em temperatura é apresentada e detalhada no capítulo 2. 
O capítulo 3 apresenta os diversos métodos de geração/adaptação de malha 
usados em problemas de mudanças de fase com formulação em temperatura, 
dando uma idéia do atual estágio de desenvolvimento do método.
O método da entalpia foi desenvolvido como uma alternativa ao método 
clássico, com o intuito de superar dificuldades numéricas associadas a malhas 
adaptativas. Este método se aplica a soluções com malha fixa, por remover a 
necessidade de satisfazer explicitamente às condições na frente de mudança de 
fase. A formulação em entalpia permite utilizar procedimentos comuns de 
solução de equações de conservação, sem a necessidade de transformações ou 
outras manipulações matemáticas. É também conhecida como formulação fraca, 
solução com malha fixa, formulação em um domínio, formulação contínua, 
Fixed-D om ain M ethod  [22], etc.
O método da entalpia leva em conta o calor latente de mudança de fase 
na equação de energia calculando o valor da entalpia latente nodal para cada 
célula computacional, de acordo com a temperatura da célula. Sob mudança de 
fase, a entalpia latente nodal da célula é ajustada, levando em conta a produção 
ou absorção de calor latente, refletindo na equação de energia como uma fonte 
ou um sumidouro de calor. Isto faz com que não seja necessário realizar um 
balanço de energia na frente de mudança de fase [82], O calor latente é levado 
em conta na avaliação do termo fonte, quando se utiliza a entalpia sensível 
como variável dependente, como feito na maioria dos trabalhos, [79-92], Por 
outro lado, pode-se utilizar a entalpia total como variável dependente, como 
em [75-78], Neste caso, o calor latente de mudança de fase é levado em 
consideração através da própria variável do problema, assim, não há 
necessidade de avaliá-lo independentemente para cada célula. As duas 
formulações serão apresentadas no Capítulo 3.
Uma dificuldade do método da entalpia, quando a convecção é 
considerada no líquido, é automatizar a condição de velocidade nula no 
domínio sólido, pois uma mesma formulação contendo termos difusivos e 
termos convectivos é aplicada a todo o domínio. Certamente, os termos
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convectivos devem se anular automaticamente em células do domínio sólido. 
Métodos específicos para efetuar este "controle" da velocidade são 
apresentados na seção 3.6.
Outro problema, que pode ocorrer pela utilização desta metodologia é a 
oscilação numérica da solução na região de mudança de fase, conforme 
mostrado em diversos trabalhos, citando-se, por exemplo [75,87], Estas 
oscilações numéricas dificultam a convergência da solução e podem provocar o 
chamado "efeito escada" devido à não concordância da frente com a malha, na 
solução junto à frente de mudança de fase. Em outros trabalhos tentou-se 
solucionar este problema propondo-se algoritmos mais sofisticados [79-81],
Existem muitas aplicações do método da entalpia na solução de 
problemas de mudança de fase [82-96], inclusive algumas levando em 
consideração a existência da região intermediária, quando se referem a 
materiais multi-componentes [65-74], Todas estas referências citadas utilizam 
a formulação da entalpia sensível. A abordagem da entalpia total é aplicada em 
alguns trabalhos [75-78], sendo bem menos empregada que a entalpia sensível.
E importante ressaltar que alguns trabalhos recentes [86,90,91] utilizam 
a formulação em entalpia, porém, com a equação da energia expressa em 
termos da temperatura como variável dependente. Evidentemente não há 
qualquer modificação no método devido à escolha da variável dependente, seja 
temperatura, seja entalpia sensível. A utilização da entalpia sensível foi tão 
popular por muitos anos mais por questões históricas.
Comparações entre o método clássico, ou da temperatura, e o método 
da entalpia são apresentadas em alguns trabalhos [97-99],
O capítulo 2 trata da teoria ligada à formulação em entalpia 
apresentando as duas abordagens, a da entalpia sensível e a da entalpia total, e 
a formulação com a temperatura como variável dependente. Além disto 
apresenta métodos para tratamento da velocidade que proporcionam velocidade 
nula no domínio sólido. No Capítulo 3 faz-se uma análise crítica das 
metodologias empregadas junto à formulação em entalpia, além de uma 
comparação com o método da temperatura.
Existem ainda outros métodos de se formular problemas de mudança de 
fase, menos difundidos e menos utilizados. Por exemplo, em [101] apenas a 
condução de calor é modelada no domínio líquido, sendo a convecção natural 
prevista por meio de uma condutividade térmica equivalente certamente maior 
que a propriedade do material. Esta formulação é bastante simples, porém, 
necessita de uma avaliação correta do valor da condutividade térmica 
equivalente, o que só é possível caso a caso, por meio de experimentação ou 
empiricamente.
Em [102-107] utiliza-se o método do calor específico, ou da capacidade 
térmica, no qual o calor latente de mudança de fase é levado em conta por 
meio de variação do calor específico do material. Este método é semelhante 
ao da entalpia por não necessitar de condições de balanço energético e de
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massa na frente de mudança de fase. Porém, apresenta problemas de 
convergência na solução de mudança de fase isotérmica. Além disto, ambos os 
trabalhos desconsideram a existência de convecção natural no domínio líquido.
Em [108] um método de correção da temperatura foi utilizado para 
levar em conta a geração de calor latente. Este método consiste em dois passos 
de cálculo do campo de temperatura, para cada intervalo de tempo. No 
primeiro, a temperatura é prevista sem considerar o calor latente de mudança 
de fase. No segundo passo, o campo de temperatura é corrigido para seu valor 
verdadeiro, levando em conta a existência do calor latente de mudança de fase. 
O método foi aplicado usando elementos finitos. A convecção no líquido não 
foi considerada.
1.2.2- Modelos Numéricos
Como visto na seção anterior, devido à grande complexidade física dos 
problemas de mudança de fase, comumente se recorrem a métodos numéricos 
para modelá-los. Estes métodos são usados basicamente em dois níveis, 
métodos para aproximação (discretização) das equações físicas e métodos para 
geração e adaptação da malha. Através de uma revisão bibliográfica de 
trabalhos na área de mudança de fase, pode-se verificar que estes, em geral, 
utilizam modelos numéricos bastante simples, como apresentado a seguir, com 
relação às formulações em entalpia e em temperatura.
A formulação em entalpia tradicionalmente tem sido associada a malhas 
fixas, e tem sido aplicada em geometrias simples com malhas ortogonais em 
coordenadas cartesianas ou cilíndricas. Foram encontrados na literatura poucos 
trabalhos que utilizam o método da entalpia associado a coordenadas 
generalizadas para tratamento de geometrias arbitrárias [74,93], sendo que o 
primeiro utiliza malha adaptável para captar melhor efeitos convectivos. Mas, 
de uma forma geral, somente o primeiro nível de métodos numéricos tem sido 
utilizado, apenas com a finalidade de discretização das equações físicas, seja 
por meio diferenças finitas convencionais [82], volumes finitos [65-74, 83-92] 
ou elementos finitos [94-96], Ao se fazer uma revisão bibliográfica de 
trabalhos ligados ao método da entalpia, verifica-se uma certa falta de 
generalidade das aplicações, sendo, na sua grande maioria, relativas a 
cavidades retangulares. Além disto, alguns trabalhos mostram ser o método da 
entalpia muito dispendioso em termos de tempo de computação, além de 
relatarem alguns problemas de convergência.
Já a formulação em temperatura impõe a utilização de uma malha 
adaptada à posição da frente de mudança de fase, na qual é feito um balanço de 
massa e energia. Isto quer dizer que os dois níveis de métodos numéricos são 
necessários. Para discretização das equações físicas também são encontrados 
exemplos de diferenças finitas convencionais [25-27,29,30,32-34,36,37,40,44], 
volumes finitos [28,35,38,39,45-61] e elementos finitos [62-64], Verifica-se
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que a idéia de malha móvel, em problemas de mudança de fase, tem estado 
diretamente ligada à formulação em temperatura.
Além disto, a utilização da formulação em temperatura para solução de 
problemas de mudança de fase impõe uma série de considerações do ponto de 
vista numérico, de forma a desenvolver uma metodologia capaz de acompanhar 
o deslocamento da interface no decorrer da solução. Existem diferentes 
maneiras de tratar o acoplamento entre a solução do problema físico e o 
movimento da frente de mudança de fase. A maioria dos trabalhos utiliza a 
aproximação da fronteira estacionária, que desconsidera o movimento da frente 
de mudança de fase em cada intervalo de solução. Mediante o balanço dos 
fluxos de calor resultantes na interface, calcula-se a sua nova posição para o 
próximo instante de tempo. Esta aproximação gera malhas móveis, porém, não 
dependentes do tempo, tendo sido utilizada nos trabalhos [32-38,43,45], As 
referências [25,29,40-42] fazem uso de malhas realmente dependentes do 
tempo, em que a solução se dá em termos do movimento relativo entre o 
escoamento e a malha. As metodologias numéricas para geração/adaptação da 
malha, utilizadas em problemas de mudança de fase com formulação em 
temperatura geralmente se baseiam em transformações de coordenadas simples, 
apenas com a finalidade de tornar o domínio de solução fixo. Isto é 
conseguido, por exemplo, através da transformação de Landau que normaliza 
uma das coordenadas com relação à posição da frente de mudança de fase. A 
maioria dos trabalhos utiliza esta transformação, como nas referências 
[25,27,28,30-36,43-45,47], Alguns poucos trabalhos utilizam transformação de 
coordenadas generalizadas [29,38-42], porém, destes, apenas [29,40-42] usam 
métodos capazes de tratar geometrias arbitrárias, fazendo a geração de malha 
coincidente com a fronteira através do método elíptico.
No capítulo 3 deste trabalho são apresentados os métodos mais usuais 
de acompanhar a fronteira móvel e de fazer a geração/adaptação da malha em 
soluções de problemas de mudança de fase com a utilização da formulação em 
temperatura.
O método de volumes finitos será utilizado nesta tese para 
discretização de equações físicas. No capítulo 6 são apresentados detalhes a 
respeito da metodologia numérica empregada.
1.3 - OBJETIVOS DO TRABALHO
Com base em um levantamento bibliográfico, conclui-se que existem 
duas correntes bem definidas, dividindo claramente a área em função da 
modelação utilizada. Criou-se um antagonismo entre o método da temperatura 
e o da entalpia. Há anos vem-se pesquisando sobre estas duas linhas distintas, 
sem contribuições significativas no sentido de uma metodologia realmente 
nova, com uma nova concepção. As duas metodologias existentes apresentam 
limitações e uma série de dificuldades numéricas. Este assunto será tratado 
com maior profundidade na seção 3.3, fazendo-se uma análise comparativa dos 
dois métodos. Soluções numéricas de problemas envolvendo mudança de fase
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requerem grande tempo de processamento, e podem apresentar dificuldade de 
convergência. Por exemplo, usando dados de Viswanath & Jaluria [99], para a 
simulação de 19 min. de tempo real de solidificação consomem-se 7 horas de 
CPU de um computador VAX 11/780.
A idéia inicial deste trabalho era a de, com base nas metodologias já 
desenvolvidas, utilizando formulação em entalpia, acrescentar avanços 
numéricos importantes tais como, coordenadas generalizadas para tratamento 
de geometrias complexas, e malha adaptativa para diminuir dificuldades 
numéricas junto à frente de mudança de fase. Porém, após vários testes, 
concluiu-se que havia muitos problemas na metodologia numérica com a 
formulação da entalpia. A solução numérica era altamente instável e 
apresentava enorme dificuldade de convergência em alguns instantes de tempo, 
quando a frente de mudança de fase teria de mudar de volume na malha. O 
método não se mostrou suficientemente robusto para um bom funcionamento 
com o acréscimo de mais detalhes numéricos como malha móvel, por exemplo.
Tornou-se evidente a necessidade de desenvolvimento de um novo 
método que tratasse melhor a existência de uma frente de mudança de fase se 
movendo no domínio da solução. Previa-se que este não seria um caminho 
fácil. A priori não se poderia garantir a criação de um método totalmente novo 
numa área em que se pesquisa há mais de 20 anos, dentro de duas 
metodologias, praticamente sem grandes variações. O que se observou no 
decorrer destes anos foi um aumento óbvio da capacidade computacional, 
possibilitando soluções mais completas, que inicialmente seriam proibitivas. 
Esta história é apresentada de maneira crítica no capítulo 3, e a idéia básica do 
novo método encontra-se descrita no capítulo 4.
Iniciou-se questionando a segregação entre as duas metodologias 
existentes. Ambas possuem vantagens e desvantagens. Procurou-se, então, 
criar um método intermediário, ou seja, com as vantagens do método da 
entalpia, porém, com um tratamento especial para a discretização numérica 
junto à interface. Na seção 4.1 mostra-se que uma aproximação por diferenças 
centrais simples das derivadas junto à interface pode ser uma fonte de erros na 
solução da equação da energia em problemas com mudança de fase. Além disto, 
uma interpretação física rigorosa forneceu subsídios para optar pela melhor 
forma de avaliar os fluxos de calor que compõem o balanço energético em um 
volume em mudança de fase. Este assunto é tratado na seção 4.3.
Os passos para a criação do novo método com formulação única para 
todo o domínio e acompanhamento da posição da interface são apresentados no 
capítulo 4. Este será chamado “método em um domínio com acompanhamento 
da frente” (“front-tracking one-domain method”).
Resultados de problemas unidimensionais são apresentados na seção 
4.4, e comparados com a solução analítica e outras soluções pelo método da 
entalpia. Fica evidente a superioridade do novo método, principalmente no que 
tange à previsão numérica do histórico da temperatura em um ponto.
O novo método foi generalizado, permitindo tratar geometrias 
bidimensionais, arbitrárias, como apresentado no capítulo 5. O capítulo 6 versa
INTRODUÇÃO-11
sobre a metodologia numérica envolvida no novo método, no qual utiliza-se 
discretização em volumes finitos, coordenadas generalizadas, malha móvel, 
variáveis colocalizadas, algoritmo SIMPLEC para tratar o acoplamento P-v, 
[109,110],
Finalmente, deseja-se ressaltar que a principal contribuição deste 
trabalho é a abertura de um novo caminho para a simulação numérica de 
problemas com mudança de fase. Um novo método é proposto, o qual não se 
encontra em nenhuma das duas linhas em que se vinha historicamente 
pesquisando. Este é um fato novo na área, que poderá permitir grandes 
avanços futuros. O novo método apresenta excelentes resultados 
unidimensionais e boas soluções bidimensionais. É evidente que seriam ainda 
necessários diversos refinamentos no método para aumentar ainda mais a sua 
aplicabilidade. Este assunto fica em aberto para possíveis estudos futuros, uma 
vez que o esforço para o desenvolvimento de um novo método requer enorme 
carga de trabalho, pois as mais diversas situações devem ser testadas a fim de 
se chegar a resultados conclusivos.
CAPÍTULO 2
FORM ULAÇÕES EM TEMPERATURA E EM ENTALPIA
2.1- CONSIDERAÇÕES GERAIS
Neste capítulo serão apresentadas as formulações em temperatura e em 
entalpia para problemas de fusão/solidificação em coordenadas cartesianas em 
duas dimensões. Sistemas coordenados generalizados serão tratados no 
capítulo 5. A seguir, serão apresentadas e discutidas as considerações e 
aproximações feitas nas formulações de uma forma geral.
P rop r iedades  termofís icas constantes (independentes da temperatura). Com 
relação às propriedades termofísicas existem duas maneiras de se fazer esta 
aproximação:
1) Usando o mesmo valor tanto no domínio sólido quanto no líquido. 
Esta aproximação é válida, para problemas de mudança de fase onde não 
ocorrem grandes variações no valor da temperatura, ficando sempre próximo 
do valor da temperatura de fusão/solidificação.
2) Usando valores constantes em cada fase, porém, diferentes entre si. 
Ocorrendo mudança de fase, é comum uma grande variação nas propriedades 
termodinâmicas. Mostra-se como exemplo o valor da relação de difusividades 
térmicas sólido/líquido (x=cts/aL) para metais comuns: %~\,96 para Al,
para Cu, x=0,86 para Fe, x=2,08 para Zn, %=\,14 para Sn [87] e para parafinas 
X^O.36 aproximadamente.[45] A utilização de valores diferentes para as 
propriedades nas fases sólida e líquida é direta no método da temperatura, por 
utilizar equações independentes para cada domínio. Já no método da entalpia 
existe uma certa dificuldade de implementação de valores diferentes das 
propriedades nas duas fases, pois utiliza-se apenas uma equação para todo o 
domínio, existindo volumes nos quais ambas as fases coexistem. Os trabalhos 
[87,91] apresentam soluções para esta dificuldade. Em [91] Voller & 
Swaminathan mostram que a utilização da transformação de Kirchhoff para 
aproximar as propriedades na interface leva aos melhores resultados. A maioria 
dos trabalhos que modelam fusão/solidificação de substâncias multi- 
componentes aplicam a teoria da mistura no cálculo das propriedades 
termofísicas. Desta forma, estas propriedades são função da fração de sólido e 
de líquido existentes em cada volume do domínio. São exemplos desta 
metodologia de cálculo das propriedades termofísicas as referências [66-71],
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Aproximação de Boussinesa para tratar a convecção natural no domínio 
líquido. Esta é uma prática comum na solução de problemas com convecção 
natural, tendo sido estudada e validada por Gray e Giorgini [111]. Nesta 
aproximação, a massa específica do fluido é considerada constante, exceto no 
termo referente à força de empuxo na equação de conservação da quantidade 
de movimento. Esse termo é dado por
Fg — Po g Po (T - T0) (2.1)
onde os parâmetros com sub-índice "o" são valores de referência. Desta forma, 
o fluido é tratado como incompressível, apenas aparecendo os efeitos de 
compressibilidade no termo de empuxo.
As variações no volume devido à mudança de fase não são consideradas.
Um material pode reduzir o seu volume se ps /pl > 1, ou aumentá-lo se ps / Pl 
< 1 durante um processo de solidificação (o contrário ocorrendo para a fusão). 
Freqüentemente uma redução no volume durante a solidificação de um material 
provoca o aparecimento de vazios ou bolhas de ar. A modelação de tal 
fenômeno teria de levar em consideração a existência do líquido, do sólido e 
do ar no domínio de solução, o que complicaria consideravelmente o problema 
em questão, como apontado em [24,47], Na verdade, tal abordagem não foi 
feita em nenhum trabalho de conhecimento do autor. A maioria dos trabalhos 
faz ps = Pl , mas, mesmo os que usam valores de densidade diferentes para 
sólido e líquido [45,46,70], não levam em consideração a variação de volume, 
decorrente deste fato, na modelação do problema. Apenas alguns trabalhos 
recentes modelam o aumento do volume decorrente da solidificação do 
material, como em Kim et al [59], utilizando método da temperatura, e em 
Sheen & Hayakawa [104], utilizando o método da capacidade térmica.
Escoamento laminar no domínio l iquido. No caso, o regime de escoamento é 
função do número de Rayleigh. Evidências experimentais demonstram que em 
cavidades retangulares, por exemplo, o escoamento é laminar até elevados 
valores do número de Rayleigh, com a transição para turbulência, segundo 
trabalhos experimentais [112], se dando a partir de Ra « IO10. Dado da mesma 
ordem é encontrado em recente trabalho analítico/experimental publicado por 
Zhang & Bejan [15],
Os termos de dissipação viscosa são desprezados.
O fluido é Newtoniano.
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2.2- A CONSERVAÇÃO DE ENERGIA EM PROBLEMAS COM MDF
A equação de conservação da energia tem sido representada de três 
maneiras, dependendo da variável depentente adotada, podendo-se usar a 
entalpia total E, a entalpia sensível h, ou a temperatura T. As três serão 
tratadas nesta seção.
Seja V um volume arbitrário, com área superficial S, no qual ocorre 
uma mudança de fase, como representado na Fig. 2.1.
Fig. 2.1- Volume arbitrário com mudança de fase
Procedendo-se a um balanço de entalpia total E neste volume arbitrário V, com 
área superficial S, é fácil ver que [2,3]
Sendo o volume V fixo no tempo e no espaço, a derivada temporal pode 
passar para dentro da integral e, usando o teorema da divergência, a Eq. (2.2) 
fica
F.M.F
F.M.F.= Frente de Mudança de Fase
V = V, +  v2
S = área superficial do volume V 




Para um volume infinitesimal, conclui-se que
FORMULAÇÕES EM TEMPERATURA E EM ENTALPIA - 15
A
— (pE) + V • (pVE) = V • (kVT) (2.4)
ot
Esta é a equação de conservação de energia em termos da entalpia total E 
como variável dependente, na forma vetorial, da qual advém a formulação em 
entalpia total.
2.2.1- Form ulação  em E nta lp ia  Total
A equação da energia com a entalpia total E como variável dependente, 
Eq. (2.4), não apresenta termos fonte. A energia gerada na mudança de fase, 
energia latente, é considerada através da variação da própria variável 
dependente da equação. Para a formulação em entalpia total, tal como utilizada 
em [76-78], falta ainda relacionar a temperatura T à variável dependente da 
Eq. (2.4), a entalpia total E. Sabe-se que
E = h + H (2.5)
Lembrando que a entalpia latente H é nula no estado sólido e vale X no estado 
líquido, e que h = cpT, pode-se dizer resumidamente, considerando o calor 
específico constante em cada fase, que:
para sólido. H = 0, E-Eo= h = cs(T-Tf)
para l íq u id o :  H  = X, E-Eo = h + X = cl( T - T í) + X
Porém, a relação entre a temperatura e a entalpia total depende do tipo de 
mudança de fase, se isotérmica ou não. Neste trabalho apenas o caso 
isotérmico será tratado, para o qual pode-se afirmar que
T =
Tf + E / cs , E < csTf (sólido)
Tf , csTf < E < csTf +X, (mudança de fase) (2.6)
T f + ( E - X ) / c L, E > c s Tf +A, (líquido)
ou, considerando como referência para a temperatura de mudança de fase Tf=0, 
resulta entalpia de referência nula no material sólido a esta temperatura, isto é, 
E 0= csTf = 0, obtendo-se
T - T f =
E/c§ ,  E < 0  (sólido)
0, 0 < E < X (mudança de fase) (2 .7)
( E ~ X ) / cl, E > A, (líquido)
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Agora, introduz-se a definição de “temperatura de Kirchhoff’, que, para 
mudança de fase isotérmica e condutividades térmicas constantes em cada 
fase, fíca
T*= jk(QdÇ=
ks (T~T(), T < Tf , (sólido)
0, T = Tf , (mudança de fase)
kL( T - T f ), T > Tf , (líquido)
(2.8)
Usando as relações (2.7) em (2.8), obtém-se
T* :
kgE/cg ,  E < 0  (sólido)
0, 0 < E < X (mudança de fase)
k L (E -À ) /cL ,  E>A, (líquido)
(2.9)
A Eq. (2.4), em termos da “temperatura de Kirchhoff’ T*, fica
Õ
Ôt
(pE) + V(pVE) = V2T* (2.10)
e, fazendo T* uma função linear da entalpia total E, da forma 
T* = Q(E) . E + v(E) 
a equação da energia em termos da entalpia total resulta




Esta equação é função apenas da entalpia total E, não necessitando de 




ks / cs , E < 0 (sólido)
0, 0 < E < X (mudança de fase)
kL / e L, E>A, (líquido)
0, E < 0 (sólido)
0, 0 < E < X (mudança de fase)
-X  kL / cL, E > X (líquido)
(2.13)
(2.14)
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2.2.2- Formulação  em E nta lp ia  Sensível
A formulação em entalpia sensível é obtida voltando-se à Eq. (2.4), 
repetida abaixo,
^r(pE) + V ■ (pVE) = V • (kVT) (2.4)
ot
Lembrando que E = h + H, isto é, a entalpia total E é a soma da entalpia 
sensível h com a latente H, e ainda que a entalpia sensível se relaciona com a 
temperatura através do calor específico, h = cp T, a equação acima, em termos 
da entalpia sensível como variável dependente, fica







( p H ) - V ( p V H )
O termo-fonte Sh é composto de um termo transiente e termos 
convectivos com relação à entalpia latente. Para mudança de fase isotérmica 
(substâncias puras), os termos convectivos do termo-fonte são usualmente 
desprezados devido à velocidade ser muito pequena próximo à frente de 
mudança de fase, onde existe variação de H, e no líquido, onde as velocidades 
não são desprezíveis, a entalpia possui um valor constante H = X, isto é, sua 
variação é nula. Somente no caso de mudança de fase em substâncias multi- 
componentes, quando existe a região intermediária, os termos convectivos do 
termo-fonte podem ser significativos.
Verifica-se que na solução é necessário avaliar não só a entalpia 
sensível ponto a ponto, mas também o valor da entalpia latente H. Como se 
sabe, a entalpia latente é função da temperatura, H = F(T) , existindo dois 
casos, a mudança de fase isotérmica, que ocorre em substâncias puras ou 
eutéticas, e a não isotérmica, ocorrendo em materiais multicomponentes. Neste 
trabalho, trata-se apenas do caso de mudança de fase isotérmica.
Para mudança de fase isotérmica, o termo-fonte fica apenas
S " = - ^ ( p H )  (2.16)
E comum a utilização da fração de líquido, ao invés da entalpia latente 
na representação do termo-fonte. Define-se fração de líquido como f= H/k, de 
tal forma que, para mudança de fase isotérmica,
H = F(T) = f '  T>Tf f j 1’ (KqUÍd0) 
|0, T < T f [O, (sólido)
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Durante a mudança de fase 0 < H < X , T  = Tf . Esta é uma função descontínua, 





Fig. 2.2 - Função da variação da entalpia latente com a 
temperatura para mudança de fase isotérmica.
Então, se a fração de líquido encontra-se entre 0 e 1 ( 0< f  < 1 ) 
significa que o material está em mudança de fase, e f representa a fração 
volumétrica do material no estado líquido.
E conveniente apresentar o termo-fonte da Eq. (2.16) em termos da 
fração de líquido f, devido à facilidade de interpretação física. Assim, o termo- 
fonte fica
Sh = -  —  (pH) = -A —  (pf) (2.17)
ôt  dt
Agora para escrever a equação de conservação de energia em termos da 
temperatura como variável dependente, substitui-se h=cpT na Eq.(2.15), 
obtendo-se
~ ( p c T )  + V (pVcT)- V (k V T )= -X ^ (p f )  (2.18)
Esta tem sido a equação de partida para o método da entalpia em alguns 
trabalhos recentes [86,90,91], Ao invés da entalpia sensível, esta equação usa a 
temperatura como variável dependente. A principal vantagem é a facilidade da 
interpretação dos resultados, por ser a temperatura uma variável mais usual 
que a entalpia.
A abordagem em entalpia sensível requer uma metodologia numérica 
específica para avaliar o termo-fonte Sh, dado na Eq. (2.17). Em uma solução 
numérica iterativa, parte-se de uma estimativa inicial para Sh, e, com a equação
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da energia, calcula-se h. Para completar o ciclo computacional, é necessário 
atualizar H iterativamente, com relação ao valor previsto de h. Na verdade, 
deve-se observar que o maior problema reside na avaliação do termo transiente 
do termo-fonte, pois envolve o valor da entalpia latente no mesmo nível 
iterativo da solução. É fácil perceber que esta avaliação deve ser feita de 
maneira cuidadosa, pois pode facilmente levar a não convergência da solução. 
Devido a este problema se agravar em casos de mudança de fase isotérmica, 
inicialmente a formulação em entalpia não era aplicada nesses casos [51], até 
que foram desenvolvidos métodos numéricos mais eficientes, capazes de 
garantir a convergência da solução também para regiões intermediárias 
"estreitas" ou inexistentes. No capítulo 3 serão vistos métodos alternativos 
para a avaliação do termo-fonte no método da entalpia.
2.2.3- Formulação em Temperatura
Para a formulação em temperatura, a equação da energia é resolvida em 
domínios nos quais não existe mudança de fase, com o termo-fonte da Eq.
(2.18), então, igual a zero. Assim se obtêm as equações de conservação da 
energia para a formulação em temperatura. (Nas equações apresentadas a 
seguir, utiliza-se o sub-índice "S" referindo-se ao domínio sólido, e "L", com 
relação ao domínio líquido, porém, apenas quando for realmente necessário 
para o entendimento. O sub-índice "f" se refere à frente de mudança de fase.)
Para o domínio líquido
Para a interface
Continuidade da temperatura
Inicialmente, a temperatura na interface sólido/líquido deve ser 
constante e igual à temperatura de mudança de fase T f , isto é,
J^(pLcLT) + V-(pLVcLT)=V.(kIVT) (2.19)
Para o domínio sólido
J “ (Ps csT) + V-(psVcsT) = V-(ksVT) ( 2 .20)
Ts (x,y,t) = Tl (x,y,t) = Tf (2 .21 )
FORMULAÇÕES EM TEMPERATURA E EM ENTALPIA - 20
Balanço de Energia
O balanço de energia na interface pode ser representado como [3]
PLE L(v f  _ v L ) ~ P s E Sv f =
f  f, ÕT k —
. õnj ôn
(2 .2 2)
Usando o balanço de massa, apresentado posteriormente, na Eq. (2.26), pode- 
se eliminar a velocidade do líquido vL, da Eq. (2.22), chegando-se a
Ps ( EL - E s ) v f = f k ^ íi ÕT) ^ ônj Q < ànj
(2.23)
Definindo X = E l  - Es , que representa o calor latente de fusão do material, a 
Eq. (2.23) fica
PgXVf = f, í, ^k ---- — k —
V d n j <5 Cl
) 3
(2.24)
Deve-se ressaltar que os gradientes são medidos em relação à direção normal à 
interface, assim como a velocidade da frente vr; e que esta equação vale 
indiferentemente para solidificação e para fusão.
2.3- CONSERVAÇÃO DA MASSA E DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO
Quanto à conservação da massa e da quantidade de movimento as duas 
formulações são basicamente iguais. A única diferença é que no método da 
temperatura as equações de conservação da massa e da quantidade de 
movimento somente são aplicadas no domínio líquido, enquanto que no método 
da entalpia uma mesma formulação é aplicada a todo o domínio. Certamente 
não é fisicamente coerente a utilização destes princípios de conservação na 
fase sólida, então, as velocidades neste domínio devem ser nulas. Por isso, o 
método da entalpia necessita de um artifício numérico especialmente para isto. 
Existem diversos métodos para este "controle" automático da velocidade no 
domínio, apresentados na seção 2.4. Feita esta ressalva, pode-se passar para as 
formulações propriamente ditas.
2.3.1- Conservação da Massa
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Sendo o fluido considerado incompressível, de acordo com o proposto 
na aproximação de Boussinesq, a conservação da massa, para qualquer das 
formulações fica simplesmente
Para o método da temperatura, caso haja variação no valor da massa 
específica entre fases sólida e líquida, é necessário aplicar a conservação da 
massa na interface. Considerando que a frente se move com a velocidade 
normal a ela dada por vf , no domínio sólido o fluxo de massa é dado por p sVf 
e no domínio líquido o fluxo de massa deve levar em conta a velocidade 
relativa entre a frente e a velocidade do líquido, dada por vl . O balanço de 
massa na interface fica
2.3.2- Conservação da Q uan t idade  de Movimento
Como ressaltado no início desta seção, uma formulação única é aplicada 
a todo o domínio no método da entalpia, ao passo que para o método da 
temperatura os dois domínios são modelados separadamente. Evidentemente, 
para o método da temperatura as equações apresentadas a seguir se aplicam ao 
domínio líquido, sendo desnecessária a utilização do sub-índice “L” .
Considerando que a aceleração da gravidade está na direção y, obtém-se: 
para a direção x
V -V = 0 (2.25)
P sV f + pL ( vL - vf ) = 0 (2.26)
^■(pu) + V(pVu) = V ( n V u ) - |H
3t ox
(2.27)
para a direção v
| - ( p v )  + V. (pVv) = V ( n V v ) - |H  +pgp0 (T -  T0 ) (2.28)
FORMULAÇÕES EM TEMPERATURA E EM ENTALPIA - 22
2.4- CONTROLE DA VELOCIDADE NO MÉTODO DA ENTALPIA
Como já foi ressaltado, o método da entalpia utiliza uma mesma 
formulação em todo o domínio, desconsiderando a existência de regiões com 
fases diferentes. Torna-se, então, necessário distinguí-las automaticamente na 
formulação, de forma que a velocidade seja nula no sólido e, na região 
intermediária, o escoamento sofra alguma restrição. Existem basicamente três 
métodos para fazer isto, que serão vistos a seguir com detalhes e, depois, 
comparados.
2.4.1- Método do "Desl igamento”
Este método foi proposto por Morgan [94], que o utilizou em soluções 
de problemas de mudança de fase trabalhando com elementos finitos. Ele 
procede da maneira mais direta possível, simplesmente igualando a zero a 
velocidade na região sólida.
O problema passa a ser identificar as regiões líquida e sólida. Uma 
maneira de fazê-lo é usando o valor da entalpia latente associada a cada célula, 
H (na abordagem da entalpia sensível) ou o valor da entalpia total, E (na 
abordagem da entalpia total). Então, a velocidade é feita igual a zero em todo 
volume elementar em que
H < A ou E < A (2.29)
onde A é um valor fixado na faixa 0 < A < X. Por exemplo, um valor A=0 
indica que a velocidade só é feita nula quando todo o elemento estiver sólido, 
para A=X, a velocidade é nula desde o início da solidificação do elemento.
Este método não se aplica a problemas com região intermediária, uma 
vez que a velocidade ou está "ligada" - para o líquido, ou "desligada" - para o 
sólido.
2.4.2- Método da Viscosidade Variável
Um método mais sutil e mais alinhado à filosofia da metodologia da 
entalpia foi desenvolvido por Gartling [95], que também o utilizou trabalhando 
com elementos finitos. Ele faz a viscosidade ser função da temperatura, de 
forma que na região intermediária ela aumente, atingindo valor bastante 
elevado. Como conseqüência a velocidade é forçada a valores bem pequenos, 
praticamente se anulando no domínio sólido.
Na verdade, é mais interessante fazer a viscosidade função da entalpia 
latente do elemento, H, podendo-se aplicar a problemas de mudança de fase 
isotérmica ou não. Caso seja feita função apenas da temperatura, o método se
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restringe a problemas com região intermediária, onde a mudança de fase se dá 
numa faixa de temperatura. Uma função entre viscosidade e entalpia latente 
pode ser a seguinte
H = Hl + B (X - HP) (2.30)
Ela mostra que se o elemento estiver líquido, H = X, resultando em n = )ii , e 
se estiver sólido, H = 0, tendo-se \i = jlil + BA, . Sendo B uma constante de 
valor elevado, a viscosidade no sólido assume um grande valor, levando a 
velocidade a se anular na solução das equações de movimento.
2.4.3- Método da Lei de Darcy
Este método se baseia numa modelação da região intermediária como sendo um 
meio poroso, no qual vale a Lei de Darcy. Em metalurgia é uma pratica comum 
modelar o escoamento na região intermediária via Lei de Darcy, como pode ser 
visto em Mehrabian et al. [114],
Um modelo possível para um volume elementar no qual estivesse ocorrendo 
mudança de fase, seria o de um meio poroso com uma fração de líquido 
escoando numa matriz porosa. É importante observar que em uma mudança de 
fase com região intermediária este modelo possui significado físico, mas, para 
uma mudança de fase isotérmica, o modelo é apenas um artifício numérico para 
tratar um volume onde aparece uma fração de sólido e outra de líquido.
Um volume discreto onde esteja ocorrendo mudança de fase possui a entalpia 
latente dentro da faixa 0 < H < X. O valor de H será um indicador da 
quantidade de sólido existente no volume P. Mais precisamente, a fração de 
sólido, fs , é dada por
fs = 1 - HP / X (2.31)
ou, a fração de líquido
f  = HP / A, (2.32)
Este método foi inicialmente proposto por Voller et al. [83], da forma descrita 
a seguir.
A Lei de Darcy afirma que a velocidade do escoamento em um meio poroso é 
proporcional ao gradiente de pressão. Na forma vetorial, tem-se
V = -  — VP ou VP = ~ — V (2.33)
K A
onde K é uma constante empírica e A é a porosidade. A porosidade do meio é 
considerada igual à fração de líquido, ou seja
A= f  = Hp / X (2.34)
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Basta, então, adicionar termos-fonte nas equações da quantidade de movimento 
x e y de forma a se levar em consideração o escoamento no meio poroso,
o termo-fonte domine a equação do movimento, forçando as velocidades u e v 
a tenderem a zero.
Duas funções para representar este comportamento do termo-fonte foram 
propostas por Voller et al. em [83], uma linear e outra exponencial.
Função linear para o termo-fonte
Em [65] Voller e Prakash sugeriram ainda uma terceira função para o 
termo-fonte, baseada numa equação derivada da lei de Darcy, conhecida como 
equação de Carman-Koseny, apresentada abaixo
onde A é a porosidade do meio dada pela Eq. (2.34). De maneira similar à 
discutida anteriormente uma função para o termo-fonte, oriunda da Eq. (2.39), 
foi proposta em [65] na forma dada a seguir.
Função Carman-Koseny para o termo-fonte
(2.35)
ou simplesmente, na forma vetorial,
s - £ vS p - A Vp (2.36)
A porosidade A é função da entalpia latente H em cada elemento discreto, de 
forma que quando aumenta a fração de sólido H—» 0 e A—> 0. Isto faz com que
SP =C(X-Hp)Vp (2.37)
Função exponencial para o termo-fonte
SP = C [exp(X -  H P ) -  1]VP (2.38)
Vp = - C [ ( l - A ) 2 /A 3]V (2.39)
SP = C[(1- A )2 / (A3 +e)]VP (2.40)
onde a constante 8 foi introduzida para evitar divisão por zero, possuindo um 
valor bem pequeno, da ordem de 10'3 , por exemplo.
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O valor das constantes C - não sendo necessariamente iguais nas três 
funções, deve ser escolhido com respeito aos seguintes fatores:
• deve ser suficientemente grande para produzir velocidades na região sólida 
com, no mínimo, três ordens de magnitude a menos que as velocidades na 
região líquida.
• não deve ser tão grande que provoque diminuição muito rápida das 
velocidades. O valor escolhido deve permitir um escoamento significativo 
na região intermediária.
2.4.4- C om paração  dos Três Métodos
Em [83] Voller et al. comparam quantitativamente os três métodos. Em 
[85] Hibbert et al. fazem apenas comentários sobre eles. As principais 
conclusões são listadas a seguir.
• O método do "desligamento" da velocidade produz bons resultados quando 
aplicado a problemas de mudança de fase isotérmica principalmente para 
valor de A = X/2. O valor de A = X acelera artificialmente a taxa de 
solidificação e A = 0 o faz para a taxa de fusão, não sendo, por isso, 
valores aconselháveis. Não é considerado um método elegante por não ser 
"automático", por não possuir aplicabilidade em problemas com região 
intermediária e por ser muito abrupto, apenas "ligando" ou "desligando" a 
velocidade em cada elemento computacional.
• O método da viscosidade variável provoca variação suave da velocidade, 
sendo "automático" e se aplicando também a problemas com região 
intermediária. Porém, não demonstrou produzir bons resultados, [83], sendo 
de difícil implementação numérica quando se utiliza a técnica de volumes 
finitos com malha desencontrada, necessitando de interpolações ou médias 
para o cálculo da viscosidade nos pontos. Estas interpolações causam o 
aumento artificial da viscosidade no domínio líquido, fazendo com que o 
método superestime a taxa de solidificação. Além disso, é difícil criar uma 
função adequada e precisa para a variação da viscosidade de forma a variar 
adequadamente as velocidades.
• O método da Lei de Darcv tem sido o mais utilizado em toda a literatura 
ligada a mudança de fase sólido/líquido. A função linear para o termo-fonte 
não demonstrou bons resultados [83] levando a uma aceleração artificial da 
taxa de solidificação, semelhante à decorrente do uso do método de
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desligamento com A = X. A função linear não foi mais aplicada em nenhum 
trabalho que se tenha conhecimento. A função exponencial apresenta bons 
resultados, comparáveis aos obtidos pelo método do desligamento com A = 
X/2 [83] e em outras aplicações práticas, como em [85], Ela é especialmente 
indicada, pois é sabido que a formação de grãos de solidificação ocorre 
muito mais rápido próximo ao fim da região intermediária (onde T« Ts ) que 
no início desta (onde T« Tl ) Por isso, a variação da velocidade é bem 
maior próximo à interface sólida. Numa função linear, a variação da 
velocidade é constante na região intermediária, o que não ocorre na prática. 
Em [85] esta função foi usada num problema de solidificação isotérmica. A 
função de Carman-Koseny é a mais difundida e a mais utilizada. Autores 
como Bennon e Incropera [69-71], que estudam modelos específicos para 
região intermediária, levando em conta fenômenos de micro/macro 
segregação e teoria de mistura para as fases, utilizam a aproximação de 
Carman-Koseny para modelar a variação da velocidade no domínio, com o 
método da entalpia. Também Voller et al. em [67] propõem um modelo 
completo, usando o termo-fonte de Carman-Koseny nas equações de 
conservação da quantidade de movimento.
CAPÍTULO 3 
ANÁLISE DOS PRINCIPAIS MÉTODOS
3.1- CONSIDERAÇÕES GERAIS
Historicamente os métodos de solução de problemas envolvendo 
mudança de fase têm sido divididos em duas categorias principais, existindo 
diversas denominações para elas. A primeira é conhecida como "front-tracking 
methods", "método em dois domínios", ou, "método da temperatura". Nesta, os 
domínios sólido e líquido são formulados independentemente e as soluções são 
acopladas através de balanços na interface. Evidentemente, neste tipo de 
solução, existe a necessidade de determinar a posição da frente de mudança de 
fase em cada instante de tempo e a malha deve ser móvel, existindo sempre 
uma linha da malha coincidente com a interface sólido/líquido. Utiliza-se a 
temperatura como variável dependente, como mostrado no capítulo anterior. 
Em contrapartida, a segunda categoria, conhecida como "fixed-domain 
methods", "método em um domínio", ou, "método da entalpia", não requer a 
aplicação de condições na interface, aplicando apenas uma formulação em todo 
o domínio, usualmente utilizando a entalpia como variável dependente. Neste 
caso, fica evidente a vantagem de não ser necessário determinar a posição da 
frente de mudança de fase em cada instante da solução e de não ser necessário 
utilizar malha móvel, uma vez que o calor latente de mudança de fase é levado 
em conta através do termo fonte da equação da energia. Porém, como era de se 
esperar, a dificuldade passa para a correta avaliação deste termo fonte, o que 
vem a diferenciar os diversos métodos desta categoria.
E importante observar que estas têm sido as categorias dos métodos de 
solução para mudança de fase há mais de vinte anos. Poucos métodos, com 
concepções diferentes foram publicados. De uma maneira geral, poucas 
inovações foram introduzidas nas metodologias historicamente desenvolvidas. 
Certamente com o avanço dos recursos computacionais uma série de 
simplificações deixaram de ser necessárias.
Com relação ao método da temperatura, toma-se como exemplo o 
trabalho de Sparrow et al. [30] de 1977, que resolve a fusão ao redor de um 
cilindro vertical, utilizando a transformação de Landau para tratar o domino 
móvel. A solução é obtida considerando a interface suave, para simplificar as 
derivadas da posição da interface, e o método quase estacionário para o 
movimento da interface. Em trabalhos recentes, como o de Kim et al. [65], de 
1993, a mesma metodologia é utilizada, porém, sem as simplificações 
necessárias a algum tempo atrás. Pode-se ainda comparar o trabalho publicado 
em 1982 por Rieger et al [40], com um mais recente, de 1991, publicado por 
Prud’Homme et al. [63], Novamente verifica-se uma mesma metodologia 
empregada, mas, ao invés da transformação de Landau, utiliza-se geração
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eliptica da malha coincidente com a fronteira. Estas comparações deixam claro 
que há anos o método da temperatura se encontra estabelecido sem grandes 
alterações, apesar das soluções serem cada vez mais completas.
Uma análise semelhante para o método da entalpia mostra que entre um 
dos primeiros trabalhos publicados na área, em 1975, por Shamsundar & 
Sparrow [82], e trabalhos mais recentes, como o publicado em 1991 por Voller 
[90], a principal diferença está na maneira de tratar o termo fonte.
Neste capítulo serão apresentadas algumas particularidades de métodos 
publicados dentro das duas categorias, fazendo-se uma análise crítica e 
histórica do estado da arte dos métodos de solução de problemas com mudança 
de fase. Os métodos escolhidos para serem tratados não são necessariamente os 
mais importantes da área. O objetivo principal deste capítulo é mostrar, de 
maneira resumida, os esforços no sentido de inovações aos métodos já 
estabelecidos. Ao final deste capítulo é feita uma análise comparativa entre os 
dois métodos, da temperatura e da entalpia, mostrando vantagens e limitações 
de cada um.
3.2- O MÉTODO DA TEMPERATURA
Os diversos trabalhos aplicando o método da temperatura a problemas 
com mudança de fase diferem entre si basicamente pela metodologia de 
geração/adaptação da malha de forma a acompanhar o movimento da interface 
em cada intervalo de tempo. Nesta seção serão apresentadas estas 
metodologias de forma resumida, a fím de cobrir os esforços feitos na área ao 
longo dos anos.
3.2.1- Métodos de Acompanhamento da Fronteira
Estes métodos dizem respeito à forma com que a adaptatividade da 
malha é incluída no algoritmo numérico da solução do problema físico. Ou 
seja, se diferenciam na forma de tratar a dependência entre a solução do 
problema físico e o deslocamento da frente de mudança de fase em cada 
intervalo de tempo.
Aproximação da Fronteira Estacionária
Esta aproximação considera que o movimento da fronteira não influencia 
significativamente os campos de temperatura e velocidade no líquido durante 
pequenos intervalos de tempo. Ela se baseia no fato do deslocamento da
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fronteira ser muito lento. Porém, isto só é verdadeiro para baixos valores do 
número de Stefam, dado por
Ste = cLA T / À  (3.1)
onde Cl é o calor específico do líquido, AT é a diferença de temperatura 
significativa do problema e X é o calor latente de mudança de fase.
Neste caso, a solução em um ou nos dois domínios é obtida para um 
intervalo de tempo, considerando a fronteira estacionária, na posição calculada 
para o tempo anterior. Mediante o balanço dos fluxos de calor resultantes na 
interface, calcula-se a sua nova posição no tempo. Verifica-se que esta é uma 
aproximação não iterativa, em que a posição da fronteira é avançada com 
atraso com relação à solução física do problema. Para que isto não leve a erros 
de previsão temporal da solução, é necessário utilizar intervalos de tempo 
bastante pequenos para o avanço da solução. Este procedimento é adotado nas 
referências [30,31,44,46,47],
Dentro desta aproximação existem trabalhos que consideram ainda uma 
aproximação quase permanente, desprezando os termos transientes das 
equações para o domínio líquido. Assim, além de considerarem a fronteira 
estacionária, resolvem a convecção em regime permanente numa cavidade fixa, 
para cada intervalo de tempo. Nas referências [32-35,38,45] procede-se desta 
forma.
Outros trabalhos [36,37,43] utilizam uma mistura das duas 
aproximações. No início da fusão onde ocorre o movimento mais rápido da 
interface os termos transientes são considerados, porém, na solução para 
tempos maiores, utilizam a aproximação quase-permanente, desprezando os 
termos transientes das equações.
E importante ressaltar que, na aproximação da fronteira estacionária, 
apesar de se tratar de malha móvel, ela não é verdadeiramente dependente do 
tempo. Não se leva em consideração a velocidade de deslocamento da malha, 
ou seja, a solução não é em termos da velocidade relativa entre a malha e o 
escoamento.
Malha Dependente do Tempo
Quando se trabalha com coordenadas dependentes do tempo, conforme 
será visto no capítulo 5, a solução se dá em termos do movimento relativo 
entre a malha e o escoamento. Isto é, a solução é dependente da velocidade da 
malha, cujas componentes são xT e yt , em cada ponto. Na aproximação da 
fronteira estacionária, as velocidades xT, yT são feitas nulas, de forma que a 
solução das equações físicas fica independente do deslocamento dos pontos da 
malha.
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Na realidade, a solução deve levar em consideração o movimento 
relativo. Existem duas maneiras de proceder, através de solução iterativa ou 
direta.
A solução iterativa é composta dos seguintes passos:
• cálculo da solução das equações físicas nos dois domínios, com a 
posição da fronteira e dos pontos da malha calculados no tempo 
anterior;
• com os balanços na fronteira, cálculo do seu deslocamento;
• cálculo das novas posições e velocidades dos pontos da malha;
• volta ao primeiro passo com as velocidades da malha atualizadas e 
iteração dos três primeiros passos até obter convergência da solução; e
• avanço para novo intervalo de tempo.
Os trabalhos [25,29,40-42] utilizam a solução iterativa para tratar a 
dependência entre a malha móvel e a solução física em problemas de mudança 
de fase.
Na solução direta as equações físicas do problema e equações de 
geração/adaptação da malha são resolvidas simultaneamente. Nenhum trabalho 
de conhecimento do autor aplicou este procedimento para tratar o acoplamento 
entre a malha móvel e a solução do problema de mudança de fase.
3.2.2- Métodos para Geração/Adaptação da Malha
A seguir serão apresentados os métodos utilizados na solução de 
problemas de mudança de fase para adaptar a malha às modificações 
geométricas dos domínios, decorrente do movimento da frente de mudança de 
fase. Certamente não serão citados todos os métodos já utilizados para este 
fim, mas sim, os mais importantes e mais empregados na literatura.
Transformação de Landau
Este é o método mais freqüentemente utilizado na solução de problemas 
de fronteira móvel. Ele se baseia numa transformação de coordenadas, na qual 
uma das coordenadas é normalizada com relação à posição da frente que se 
deseja acompanhar, no caso, a frente de mudança de fase.
A Fig.3 .1 mostra a posição da interface sólido/líquido para um dado instante 
em uma geometria cartesiana, (x,y).







Fig. 3 .1 - Posição da frente de mudança de fase numa 
geometria retangular.
Neste caso, as coordenadas transformadas, X, Y, podem ser dadas por:
para o líquido
|Y = y




IX = (L -x)/[L-c(y,t)]
(3.3)
Com base nestas transformações, dadas pelas Eqs.(3.2) e (3.3), as 
equações para formulação em temperatura são transformadas de forma a 
ficarem em função de X e Y e de expressões envolvendo as derivadas da 
posição da frente, dc/dt, ô dõ y ,  ô 2c/ôy2.
A transformação apresentada nas Eqs.(3.2) e (3.3) é dependente do 
tempo. Porém, quando se usa a aproximação da fronteira estacionária, em 
geral, desconsidera-se a dependência temporal da posição da fronteira, ou seja, 
considera-se c = c(y) apenas. Os trabalhos [30-36,43,44,47] procedem desta 
forma. Em [45] desconsidera-se a dependência temporal da posição da 
fronteira apenas no domínio líquido, ou seja, apenas na Eq.(3.2). 
Freqüentemente desprezam-se também as derivadas relativas à não 
ortogonalidade das coordenadas (X,Y), que são do tipo õc/ôy, õ2c/õy2. Isto é
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feito considerando-se a frente de mudança de fase suave, com a finalidade de 
simplificar as equações resultantes. Em [34] existe uma estimativa de menos de 
8% de erro devido a esta aproximação para os perfis convencionais de frente 
de mudança de fase.
Este método tem como grande vantagem a sua simplicidade. Na verdade, 
as métricas da transformação já levam em consideração diretamente a posição 
da fronteira. Desta forma, a malha não necessita ser recalculada a cada 
intervalo de tempo, mas apenas a posição c(y,t), que define a posição de cada 
ponto da malha.
O grande defeito deste método é a sua falta de generalidade, pois a 
transformação parte sempre de um sistema ortogonal conhecido, cartesiano 
[25,33-36,44,45,47] ou cilíndrico [27,28,30-32,43], que deve representar a 
geometria do problema. Assim, o método da transformação de Landau não se 
aplica a geometrias arbitrárias, pelo menos da forma em que é conhecido.
Outro ponto importante de ser ressaltado é que neste método a malha em 
cada domínio possui um número fixo de pontos. À medida que a frente se 
desloca, ampliando um domínio e reduzindo o outro, a malha se expande no 
primeiro e se comprime no segundo. Isto acarreta um maior dispêndio de 
tempo computacional do que no caso do número total de pontos da malha para 
os dois domínios ser fixo, concentrando-se automaticamente nos locais mais 
apropriados.
M alha  Algébrica
Dentre as referências citadas, apenas três [38,39,46] utilizam esta forma 
de geração/adaptação de malha. Nelas, as equações são transformadas para 
coordenadas generalizadas, e a geração da malha é feita no plano físico por 
meio de relações analíticas com base na geometria do problema. Por exemplo, 
com base na geometria cartesiana apresentada na Fig. 3.1 podem-se propor as 
seguintes relações [38],
yj = I f l z . 12V M
m
Xi =
j = U,.. . ,M + l
i = 1,2,...,N +1
(3.4)
onde tn e n são potências usadas para concentrar a malha, cujo valor adotado 
em [38] foi m=l,25 e n=l,75.  As linhas horizontais da malha são geradas até 
metade do domínio, onde j=M+l e yj= 1/2, e as demais são obtidas por simetria. 
As coordenadas y são geradas uma vez e não mudam durante a solução. 
Também as linhas verticais são obtidas até a metade do domínio líquido, onde 
X i = c ( y , t ) / 2 ,  com i=N+l,  e as demais resultam da simetria. O número de pontos 
na direção y é 2M e na x é 2N.
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A malha deve ser recalculada em cada intervalo de tempo, ou, a rigor, 
apenas as posições xÍ5 em função da nova posição da fronteira c(y,t). As 
derivadas e x,, que compõem as métricas e o jacobiano, usados nas equações 
físicas transformadas, devem ser reavaliadas ponto a ponto a cada intervalo de 
tempo.
Uma série de outras relações analíticas podem ser propostas de forma 
que uma das coordenadas seja função da posição da frente de mudança de fase. 
Deve-se observar que, neste caso, apenas uma das coordenadas se adapta à 
frente de mudança de fase, a outra permanecendo constante.
Este método é bastante semelhante ao da transformação de Landau, e, 
como este, sofre de falta de generalidade. Neste caso, apesar de se utilizar uma 
transformação de coordenada generalizada, a metodologia usada para a geração 
da malha é muito pouco geral, só se aplicando a geometrias simples. Observa- 
se que, também neste método, o número de pontos da malha é fixo em cada 
domínio. Com o movimento da fronteira, a malha se expande em um deles e se 
contrai no outro.
Malha Genérica
Um método de geração/adaptação de malha para tratar geometrias 
arbitrárias é obtido quando se trabalha com as equações transformadas em 
coordenadas generalizadas e a malha coincidente com a fronteira gerada, por 
exemplo, pelo método elíptico [115], Para a malha ser adaptativa, é necessário 
gerá-la a cada intervalo de tempo para o novo domínio, resultante do 
deslocamento da frente de mudança de fase. A posição dos pontos na nova 
fronteira deve ser dada para o cálculo da nova malha. Os pontos são 
distribuídos por meio de algum método de interpolação, por exemplo, usando 
"spline".
Os trabalhos [29,40-42] utilizam esta metodologia de geração/adaptação 
da malha associada a um tratamento iterativo da dependência entre solução 
física e deslocamento da fronteira no tempo, apresentado na seção 3.2.1, no 
parágrafo Malha Dependente do Tempo. Neste caso, a malha deve ser gerada a 
cada iteração, atualizando os valores das métricas e das velocidades das 
malhas. A redistribuição dos pontos na fronteira não precisa ser feita a cada 
iteração, apenas é necessária de tempos em tempos para garantir uma boa 
uniformidade da malha.
Os trabalhos supracitados utilizam este método na modelação de apenas 
um domínio. Em problemas de solidificação, estuda-se o crescimento do 
domínio sólido [29], ao passo que nos de fusão estuda-se apenas o domínio 
líquido [40-42], O número de pontos da malha é fixo e esta se expande junto 
com o domínio, se adaptando à solução. Na verdade, seria extremamente 
trabalhosa a aplicação desta metodologia aos dois domínios de solução, sendo
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necessário gerar as duas malhas a cada iteração. Além disto, permanece o 
problema de número fixo de pontos na malha de cada um dos domínios.
3.3- O MÉTODO DA ENTALPIA
3.3.1- Método de Tacke
O método de Tacke [75] é considerado por muitos [87,97] o melhor 
método de solução de problemas com mudança de fase já desenvolvido. Porém, 
apresenta dois problemas importantes
1) é um método explícito, requerendo avanços de tempo pequenos na 
solução, e
2) aparentemente não permite extensão para soluções bidimensionais, o 
que é um limitante muito forte.
A idéia do método será aqui apresentada devido aos excelentes 
resultados obtidos com sua utilização. Este método elimina o chamado “efeito 
escada” nas curvas de temperatura e de posição da frente, que comumente 
aparece nas demais soluções com método da entalpia.
O método de Tacke resolve a equação de partida em termos da entalpia 
total, na forma da Eq. (2.4), sem os termos convectivos.
- |-(pE) = —  (k— ) (3.5)
ôt 3x ôx V '
que, discretizada explicitamente fica
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Conforme o desenho da Fig. 3.2, representando uma solidificação da 
esquerda para a direita, ou uma fusão no sentido oposto, verifica-se que os 
fluxos de calor podem ser aproximados por:
sem mudança de fase





Fig. 3.2 - Célula em mudança 
de fase
qe = kp AAxe
a _ Tp ~ Tw 
4 w ~  K p .Axw
com mudança de fase
l. TE - T f
qe = kL—— L




Tf -  T,




Pelo gráfico da entalpia total, verifica- 
se que o seu valor em um volume em 
mudança de fase é dado por
( I )= L(1 -  Sf )AxP 
(n) = cL (Te - T f ) ( l - S f ) A x P / 2 
(rn) = cs (Tf - T w )Sf AxP / 2 
EpAxp = (i) + (n) + (m )
(3.9)
A temperatura no ponto P (volume em mudança de fase) é obtida por 
interpolação linear, com relação aos pontos vizinhos, através das seguintes 
expressões:
Te - T f = ------ ^ ~ ^ f)- - Xp------ (Tg -  Tf) (3.10)
e 1 (1 -  Sf ) AxP + Axg / 2 11
Tp -  Tf = ----- í°’5-~ ^fi ^ xP----- (Tg -  Tf) (3.11)
1 (1 -  S f)A xP + Axe / 2
Tf~Tw = _ (Tf ~ TW) O  12)Çf Axp + Axyy / 2
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Após algumas manipulações algébricas, substituindo as Eqs. (3.10-3.12) na Eq. 
(3.9), obtém-se uma equação ordinária de terceiro grau para que permite 
determinar a posição da frente de mudança de fase em cada instante, dada a 
seguir para uma malha igualmente espaçada,
£ | ( _ 4 _ 2 S t E - 2 S % )  + £f (4 + 4f§ +3Stg + 3 S % )  + £f ( 3 - 4 f § ) - S tE  ~3fs  = 0
(3.13)
sendo
• f s= l- f  =1-Ep/X a fração de sólido no volume P,
• StE=cL(TE-Tf)/ X e Stw=cs(Tf-Tw)/ X os números de Stefan a leste 
e oeste respectivamente.
Se a frente de mudança de fase passar para o próximo volume (Çf>l), 
corrige-se o fluxo de calor na face leste com base na fração de tempo, r, que 
ela permanece no volume P
r = ( l - £ f ) / ( £ f  - £ f ) (3.14)
onde é a posição relativa da frente de mudança de fase no instante de 
tempo anterior.
O fluxo de calor corrigido é dado por
q:  = q . + d - r ) ( q : - q . )  {“ V= ^  ~ * f) (3.15)
[ q e = k s (Tf - T p ) / ( x f - x P)
Evidentemente, a seqüência de cálculos é iterativa, até se obterem 
valores convergidos para E, T e £f em cada intervalo de tempo.
Este método possui forte significado físico. O seu maior problema é a 
aparente impossibilidade de aplicação em geometrias bidimensionais.
3.3.2- Métodos Baseados no Termo Fonte
Os métodos que utilizam a formulação em entalpia sensível necessitam de 
um tratamento especial para avaliação do termo fonte, conforme ressaltado na 
seção 2.2.2. Existem diversos destes métodos de avaliação numérica do termo 
fonte encontrados na literatura. Um apanhado resumido de esquemas baseados 
no termo-fonte é encontrado em Voller [89],
Nesta seção será descrito o método mais recente com base na formulação 
em entalpia sensível, por ser o que apresenta melhores resultados, tendo sido
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publicado inicialmente em 1990, por Voller [89], e utilizado posteriormente em 
trabalhos recentes [90-92], Este será tratado a partir daqui como "Método de 
Voller", apesar deste autor ter publicado diversos outros métodos.
Parte-se da equação da energia, como dada pela Eq. (2.18), reproduzida 
abaixo,
discretizando-a em diferenças centrais e implicitamente no tempo, obtém-se um 
sistema linear representado por
A temperatura Tp no volume em mudança de fase é feita nula, fazendo- 
se Sp igual a um valor grande (1015 por exemplo) quando 0< fp <1. No termo 
fonte, a avaliação de fp no instante atual (nível iterativo n+1) é feita 
substituindo o valor Tp= 0 na equação discretizada, Eq. (3.16), resultando
ou, subtraindo a Eq. (3.16) em dois níveis iterativos, n e n+1, e considerando 
T£+1 = 0, chega-se a
Com este procedimento pode-se chegar a valores fisicamente incoerentes para 
fp. O método necessita que estes valores sejam corrigidos, de forma que,
• se fP > 1 faz-se fp = 1
• se fp < 0 faz-se fp = 0.
Quando isto ocorre, deixa de existir algum volume em mudança de fase na 
linha, isto é, deixa de existir um volume em que 0<fp<l. Como conseqüência, 
em nenhum volume é feito Tp=0, e a frente de mudança de fase “desaparece” 
temporariamente naquela linha do domínio discretizado.
O método de Voller é de convergência extremamente rápida. Uma vez 
que os coeficientes não dependem da posição da frente e a temperatura nos 
volumes em mudança de fase é fixa, e igual a zero, bastaria apenas uma 
solução do sistema linear e uma correção da fração de líquido para cada 
avanço de tempo. Somente quando a frente de mudança de fase está mudando 
de volume são necessárias mais iterações, pois diversas situações podem
(2.18)
(AP + SP)TP + 1A^T,, , ,  = ApTp + B(fP° -  fP) (3.16)
(3.17)
(3.18)
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ocorrer, entre elas, o caso em que a frente “desaparece”, deixando de existir 
algum volume em mudança de fase (0<fP<l).
A grande desvantagem deste método é o aparecimento de patamares na 
curva de temperatura, pois ela é anulada nos volumes em mudança de fase 
durante todo o tempo em que a interface permanece neste volumes. Isto 
provoca erros no cálculo do campo de temperatura, como mostrado no próximo 
capítulo, quando soluções unidimensionais serão discutidas.
3.3.3- Método com Posicionamento da Frente de Mudança de Fase
Alguns poucos trabalhos utilizam o método da entalpia associado a 
algum tipo de posicionamento da frente de mudança de fase. Pode-se dizer que 
a método de Tacke [75] é um deles, porém, devido a suas particularidades, foi 
tratado separadamente na seção 2.4.1. O método aqui descrito será chamado 
método de Lee & Tzong, pois foi publicado por estes autores em 1991,[87], 
Este método foi também utilizado para solução de problema de mudança de 
fase com convecção por Raw & Lee [88] em 1991, e em problemas de 
fundição-molde, considerando somente condução por Tzong & Lee [93] em 
1992.
A equação da energia dada em termos da entalpia sensível (2.19) é 
discretizada usando o esquema da função peso [116] ("weighting funct ion  
scheme"). Com este esquema de discretização, os coeficientes podem depender 
da posição da frente. Também a não linearidade do termo fonte é tratada 
estimando a posição da frente de mudança de fase em cada instante a partir do 
campo de temperatura (ou entalpia sensível) calculado. Para tal, parte-se da 
equação de balanço de energia na interface, Eq. (2.24), unidimensional. (O 
procedimento será descrito aqui usando variáveis dimensionais e considerando 




í . dTl f  i  dT).i — k —
V. dxj C  ^ dx;
(3.19)
Estando xf entre xj e xj+j , isto é xj < xf < xj+j ,  então Tj< Tf < T j+ j ,  e pode- 
se aproximar as derivadas por diferenças finitas, obtendo-se, para Tf= 0,
PS xf -  x° 
ks At
Ti M+l
Xf -  Xj ks xi+1 -  Xf
(3.20)





Tj+i -  Tj
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O trabalho despreza o termo "transiente", fazendo a estimativa da posição da 
frente usando apenas
x f = x f = Xi TiAxi , (com Tj < 0) (3.22)
v*s
-Ti+i-Ti
Esta aproximação apresenta maiores erros numéricos quando a velocidade da 
frente é elevada e quando o número de Stefan é pequeno ( isto é, energia 
latente maior que a sensível ), tendendo sempre a subestimar o valor da 
posição da frente, como mostrado na figura 3.3.
Fig. 3.3- Erro numérico na localização da interface 
devido à simplificação
Para o caso bidimensional, o balanço de energia na interface, conforme 
Ozisik [3], capítulo 10, fica
. 2 , dxfpA, cos è -----
dt
f  dT" 
d x j
r - i í  
dxy
(3.23)
Para um volume em mudança de fase, representado na Fig. 3.4 a seguir, deve- 
se avaliar a fração de líquido no volume a fim de linearizar o termo fonte. 
Existe, então, a necessidade de determinar a posição dos pontos N* e W*.
Fig. 3 .4- Posição da FMF em volume em mudança de fase
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Procedendo com o balanço bidimensional, Eq. (3.23), de maneira similar 
à descrita para o caso unidimensional, nota-se que a Eq. (3.23) se reduz a 
(3.22) se o termo transiente for desprezado. Conclui-se que a posição da frente 
de mudança de fase (ponto W*) pode ser localizada como no caso 
unidimensional. A localização do ponto N* é obtida de maneira similar.
Com a localização da interface, a fração de líquido no volume P, fP, é 
calculada dividindo-o em quatro quadrantes, como representado na figura 3 .5.








(fw). (ff)« (ff)’ &)«
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Fig. 3.5-Definição dos quadrantes do volume P
A fração de líquido do volume P é dada por
fP =[(fp)IAxiAyj + ( fP)n Axi_1Ayj + ( fP)inAxi_1Ayj_1
_____ — (3.24)
+ (fP)IVAxiAyj_1] / (Axj Ayj)
Maiores detalhes sobre o procedimento utilizado para o cálculo da fração de 
líquido, fp, podem ser encontrados em [87],
3.4- COMPARAÇÃO ENTRE MÉTODOS DA TEMPERATURA E DA 
ENTALPIA
A comparação entre os métodos é feita analisando-se alguns aspectos 
importantes, enumerados a seguir.
1) Previsão da posição da interface
No método da temperatura tem-se maior facilidade em prever a posição 
da frente de mudança de fase, devido às próprias características do método. 
Uma técnica para obtenção da posição da interface a partir do campo de
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entalpia é descrito em [117], Além disto, segundo Viswanath e Jaluria [99] a 
previsão da posição da interface em soluções bidimensionais com convecção 
em cavidades retangulares obtida com o método da temperatura foi mais 
precisa que a obtida com o método da entalpia. Em [97] a posição da interface 
obtida com o método da temperatura para uma malha de 20 pontos é 
reproduzida com o método da entalpia para uma malha de 200 pontos, uma vez 
que não foi usada nenhuma técnica especial de posicionamento da interface 
neste caso. Para uma malha menor, o método da entalpia faz aparecer 
“degraus”na curva de posição da interface. Já no trabalho de Lacroix & Voller 
[98], afirma-se que o método da entalpia pode produzir soluções tão precisas 
quanto o da temperatura utilizando malhas com mesma ordem de número de 
pontos.
2) Cálculo da temperatura em um ponto
O método da temperatura prevê melhor o histórico de temperatura em 
um ponto. O método da entalpia cria patamares irreais nas curvas de 
temperatura, que só são imperceptíveis para malhas muito densas.
3) Utilização de diferentes propriedades térmicas nas fases
No método da temperatura é mais direta a utilização de diferentes 
propriedades térmicas nas diferentes fases. No método da entalpia, por haver 
volumes onde as fases coexistem, esta diferenciação das propriedades térmicas 
não pode ser direta. Em um trabalho recente, publicado em 1993, Voller & 
Swaminathan [91] analisam algumas técnicas para simular propriedades 
diferentes nas fases, concluindo que a transformação de Kirchhoff é a que 
apresenta melhores resultados.
4) Solução de mudança de fase em uma faixa de temperatura
Sem dúvida o método de entalpia é o mais simples para solução de 
problemas envolvendo mudança de fase em uma faixa de temperatura, como a 
que ocorre em materiais multicomponentes. Neste caso existem três regiões 
distintas, uma sólida, uma líquida e uma em mudança de fase, conhecida com 
região esponjosa, intermediária, multifásica, etc. Passam a ser duas as frentes, 
separando as fases. Evidentemente há um aumento na complexidade do 
problema, ficando extremamente difícil resolvê-lo com o método da 
temperatura. Poucos trabalhos são encontrados aplicando o método da 
temperatura na solução de mudança de fase de material binário. Em todos eles, 
somente uma interface é acompanhada na solução, e a região intermediária não 
é modelada. Como exemplo, podem-se citar os trabalhos de Beckermann & 
Viskanta [46] de 1988 e de Saitou & Hirata [61], de 1992.
5) Tratamento de geometrias complexas
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O método da entalpia tem sido historicamente utilizado em soluções com 
malhas fixas, ortogonais, em geometrias simples. Porém, o método em si não 
possui esta limitação. Em seu trabalho, publicado em 1990, Shyy & Chen 
mostram isto, utilizando o método da entalpia com coordenadas generalizadas 
e malha adaptativa. O objetivo da adaptação da malha é meramente 
hidrodinâmico, ou seja, é feita com a finalidade de captar melhor a camada 
limite nas paredes da cavidade. Isto foi feito para todos os contornos do 
domínio líquido, porém, não foi feito junto à interface, que também representa 
uma fronteira do problema.
O método da temperatura, ao contrário, tem sido historicamente 
utilizado com coordenadas generalizadas e malhas móveis. Porém, os métodos 
de adaptação da malha, como descrito na seção 3.2.1 deste capítulo, não são 
gerais. Os métodos até hoje utilizados para adaptação da malha dificilmente se 
aplicariam a geometrias complexas. Além disto, quanto mais complexa a 
geração/adaptação da malha, maior o tempo de computação requerido, 
podendo se tornar proibitivo.
6) Tempo de CPU
As informações a respeito de comparações de tempos de CPU entre os 
dois métodos não são coincidentes. No seu trabalho, Lacroix & Voler [98] 
enfatizam que:
• o método da entalpia requer menor tempo de CPU para pequenos avanços 
de tempo,
• à medida que o avanço de tempo cresce, o tempo de CPU por avanço de 
tempo cresce mais para o método da entalpia,
• para grandes avanços de tempo, os dois métodos usam tempos similares de 
CPU,
concluindo que este parâmetro não diferencia significativamente os dois 
métodos.
Já no trabalho de Viswanath & Jaluria [99], publicado em 1993, os 
tempos de CPU para o método da temperatura são significativamente menores 
que para o método da entalpia. Para 19s de tempo real de fusão, o tempo de 
CPU para o método da temperatura é a metade do tempo requerido para o 
método da entalpia. Além disto, aponta para o fato de grandes avanços de 
tempo levarem a perda de precisão na solução pelo método da entalpia.
7) Simulação de mudança de volume
Poucos trabalhos apresentam solução de problema de mudança de fase 
com mudança de volume devido à variação da massa específica. Devido à sua 
maior facilidade de trabalhar com diferentes propriedades para as diferentes 
fases, o método da temperatura demonstra ser o mais indicado para se
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trabalhar com mudança de volume decorrente de mudança de fase. Em seu 
trabalho [59], publicado em 1993, Kim et al. utilizam o método da temperatura 
para resolver a solidificação de água entre cilindros verticais concêntricos, 
com expansão volumétrica, decorrente da diminuição da massa específica do 
material sólido.
O método da Temperatura, ou, a formulação em dois domínios tem se 
mostrado mais versátil que o método da entalpia em diversas situações. 
Segundo Viswanath e Jaluria [99] este método mostrou uma melhor previsão 
da posição da interface em soluções bidimensionais com convecção em 
cavidades retangulares, além de consumir menor tempo de CPU de computação 
neste caso. Usando o método da temperatura consegue-se simular a variação 
no volume devido a diferentes massas específicas entre fases [59], Porém, o 
método da temperatura possui alguns inconvenientes principais.
a) aplicação da condição na interface para acompanhar movimento da frente de 
mudança de fase. Complexidade numérica de implementação e dificuldades 
de predição da posição da frente de mudança de fase em casos de pequenos 
gradientes.
b) a malha móvel em geometrias complexas pode requerer um gerador de 
malha.
c) dificuldade de simular mudança de fase em uma faixa de temperatura, por 
existirem duas interfaces e três domínios.
O método da entalpia possui a seu favor a sua simplicidade, permitindo 
sua aplicação em soluções de problemas com mudança de fase em uma faixa de 
temperatura, como ocorre em materiais multicomponentes. Novos tratamentos 
para o termo fonte levam a redução do tempo de processamento requerido pelo 
método, diminuindo seus problemas de convergência. Seus maiores 
inconvenientes são:
a) pouca exatidão das soluções, levando a curvas de temperatura e de posição 
da frente com “degraus”, ou, “patamares” .
b) necessidade de recursos numéricos para zerar as velocidades no domínio 
líquido e para tratar o termo fonte convenientemente a fim de melhorar a 
convergência do método.
c) dificuldades associadas à não diferenciação das duas fases, dificultando a 
utilização de diferentes propriedades para diferentes fases, inclusive a 
simulação de variação volumétrica decorrente da variação da massa 
específica.
CAPÍTULO 4 
A IDÉIA BÁSICA DA NOVA PROPOSTA
4.1- O EFEITO DA DISCRETIZAÇÃO
O problema de transferência de calor com mudança de fase é não linear. 
Reportando-se ao capítulo 2, seção 2.2, onde se trata da conservação da 
energia em problemas com mudança de fase, verifica-se que a não linearidade 
está presente
• no termo fonte da equação da energia, pois este é função da própria solução 
para as formulações em entalpia, e
• no posicionamento da interface na formulação em temperatura, pois este é 
função da própria solução.
A fim de se estudar apenas o efeito da discretização da equação da 
energia, pode-se eliminar a não linearidade, em ambos os casos, utilizando-se 
uma solução analítica. O estudo é feito em problemas unidimensionais, cuja 
solução analítica é conhecida genericamente como solução de Neumann, 
descrita a seguir.
4.1.1- A Solução de Neumann
Neumann resolve a mudança de fase unidimensional com o material 
inicialmente a uma temperatura diferente da temperatura de mudança de fase. 
Seja a fusão de um sólido subresfriado, isto é, a uma temperatura inferior à de 
fusão do material; ou a solidificação de um líquido superaquecido, isto é, a 
uma temperatura acima da de solidificação do material. A distribuição de 
temperatura típica, em um dado instante, para uma fusão, é representada na 
figura 4.1.
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Fig. 4.1- Distribuição de Temperatura no Problema 
de Neumann
líquido,




onde a L é a difusividade térmica do líquido, com as condições de contorno
fx = 0=> TL = T_
c T rjf (4.2)1 x = Ô => Tl = Tf




onde a s é a difusividade térmica do sólido. As condições de contorno são
í x = ô => Ts = Tf
(4.3)
[x -> 00 => Ts -> Tw
(4.4)
A condição de interface deve levar em conta os fluxos de calor no líquido e no 
sólido, e o calor latente de fusão, ficando
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F  =  -y/a L /  a S
(4.9)
(4.10)
O valor de Q é obtido do balanço na interface, Eq. (4.5), resultando na 
equação transcendental a seguir
SteL r e  Q Stege
•Jk erf (Q) Vti [erf (Qr)  -  l]
= nr (4.11)
onde
SteL -  CL (Tp ~ Tf ) / ^  e SteS = CS (Tf  ~ Tod) / ^  
e a posição da frente, ô, pode ser calculada pela Eq. (4.9).
(4.12)
A solução para uma solidificação é totalmente semelhante.
4.1.2- Discretização da Equação
Optou-se por utilizar a equação da energia, dada em termos da 
temperatura como variável dependente, e termo fonte função da fração de
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líquido, na forma apresentada na Eq. (2.18). Para o problema de condução 
unidimensional, fica




= -J . iL(pf)  Õt (4.13)
A integração desta equação em um volume elementar P, como 
representado na figura 4.2, e no tempo, gera a forma discreta da equação.
W  w....4........ ' P: e
AXr
Fig. 4.2 - Volume elementar em geometria unidimensional
Então,
ff — (pcT)dtdV- ff — 
AVAt A V A t ® *
f  ÕT'
ÕXy
dtdV = - JJ (^pf)dtdV (4.14)
AVAt
e, lembrando que, no caso unidimensional AV = Ax, analisa-se cada termo 
separadamente.
AVAt
ff ^ (pcT)dtdV = pc(Tp-Tp»)Ax, (4.15)
AVAt
Jí —J J  Õ X






At = (qe - q w)At (4.16)
JJ (pf)dtdV = A,p(fp-fp)Axp
AVAt Ôt
(4.17)
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Substituindo-se as Eqs. (4.15-4.17) na Eq. (4.14), tem-se
p c ( T p - T ? ) - ^ - ( q e - q w) = p ) l ( f g - f p ) - ^  (4.18)
Verifica-se que na Eq. (4.18) os fluxos nas faces do volume P devem 
ser aproximados para a total discretização da equação. (Observe-se que qe e 
qw foram definidos na Eq. (4.16) correspondendo aos fluxos de calor com o 
sinal contrário, para que possuam o mesmo sinal da derivada.) Comumente 
utiliza-se a aproximação por diferenças centrais para discretizar a derivada, 
por ser este um problema unicamente difusivo, independente do fato de existir 
uma frente de mudança de fase no volume ou não. No método de Tacke [75], 
apresentado na seção 3.3.1, estes fluxos de calor são tratados diferentemente, 
se houver mudança de fase no volume, como representado na figura 4.3, ou 
não. As expressões são repetidas a seguir,
A x ^  Ax»<------- ---- H------- -----





Fig. 4.3- Volume elementar unidimensional com 
mudança de fase
sem mudança de fase
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com mudança de fase
qe = k H 
qw =k.
Tf
xE - x f 
Tf - T w (3.8)
xf - x w
onde k. é a condutividade térmica antes da frente de mudança de fase e k+ é o 
valor da condutividade após a frente.
Nesta seção, deseja-se mostrar o efeito da discretização destes fluxos 
de calor, no primeiro caso, utilizando as expressões (3.7) em todos os 
volumes, como é feito na grande maioria dos métodos da entalpia, e no 
segundo caso, utilizando-se as expressões (3.8) se houver mudança de fase no 
volume, como feito por Tacke [75],
A equação da energia, Eq. (4.13), discretizada, em forma genérica, 
pode ser escrita como,
A pTp + A eTe + A WTW — ApTp + B p (4.19)
onde os coeficientes ficam






A° = p c ^ -  
P At
(4.22)
Ap — Ap — A g — A1w (4.23)
e o termo fonte
Bp = pMíp -fp)“?- At (4.24)
A solução da equação de energia usando estes coeficientes para todos 
os volumes será chamada solução por diferenças centrais simples (d.c.s.).
A utilização da interface na avaliação dos fluxos nas faces do volume 
em mudança de fase pode ser feita de duas maneiras, gerando os métodos 
descritos a seguir.




mudança de fase e 
seus vizinhos
para volume em MDF
£w PW w ' V qe = K
Te
x E — x f
= k Tf -  T,w
Xf x w
para volume a leste da MDF
Tt
xP -  X f
para volume a oeste da MDF
qe = k- T f - T P





No caso de se usarem as Eqs. (4.25) e (4.26) no volume em mudança de fase, 
os novos coeficientes ficam
\  -  + (4.29)
xE -  Xf
A  k ~Aw -  - -, (4.30)
Xf-XW
A p = Ap (4.31)
Os mesmos fluxos de calor que saem/entram no volume P devem 




qw = K TP -  Tf X p x f
Xw Xf Xp
Fig. 4.5- Volume elementar a leste da 
frente de mudança de fase
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Então, para o volume a leste do volume em mudança de fase, conforme 
representado na Fig. 4.5, os coeficientes Aw e AP devem levar isto em conta, 
ficando
Aw = 0 (4.32)
Ap = Ap H------—----- Ag (4.33)
xP -  xf
O coeficiente Ae permanece o mesmo, dado na Eq. (4.20).
Para o volume a oeste da frente de mudança de fase, Fig. 4.6, 
procedendo de maneira similar, tem-se
p _ ie E
FMF
------------- *
qe = k- Tf -Tpxf - x P
xp X f  X e
Fig. 4.6- Volume elementar a oeste da 
frente de mudança de fase
Ae = 0 (4.34) 
Ap = Ap H-------------A^y (4.35)
X f - X p
Com o coeficiente Aw permanecendo o mesmo, dado na Eq. (4.21).
Método 1
O fluxo de calor nas faces é obtido por meio da diferença de 
temperaturas entre pontos mais próximos. Os fluxos nas faces, então, ficam
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Xf/Xp >1 para volume em MDF
FMF




x E - x f
= k i lw
Xp xw
Xf/Xp <1
. Te - T p
xE- x P
qw k -
Tf -  T,w





X f  X p
Fig. 4.7- Posição da FMF no 
volume em mudança de fase
para volume a leste da MDF
Xf/Xp > 1
qw =K Tf
X p  X f
Xf/Xp <1
, Tp - T wqw= K ~ -- ~Xp xw
para volume a oeste da MDF
Xf/Xp >1
X p  - X n
Xf/Xp <1
qe = k- Tf-Tp
X f  -  X p
(4.38)
(4.39)
Definindo o parâmetro IR como sendo o inteiro correspondente à 
relação xf/xp, resulta
ÍO se xf / xP < 1
IR = xf / xP = j (4.40)[1 se xf / xP > 1
Os coeficientes para o volume em mudança de fase ficam
AE = - ( l - I R ) - ^ ± — IR— , (4.41)
Axe xE - x f
Aw = — IR~—~ (1— IR) k-  , (4.42)
Axw xf - x w
Ap = Ap -  (1-IR) Ae -  IRAW (4.43)
Para o volume a leste do volume em mudança de fase, os coeficientes 
resultam
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AW = - ( 1 - I R ) - Ï ± (4.44)
Ap — Ap + IR---- ------ Ae — A^ y (4.45)
Com o coeficiente Ae permanecendo o mesmo, dado na Eq. (4.20).
Para o volume a oeste do volume em mudança de fase, têm-se os seguintes 
coeficientes
Com o coeficiente Aw permanecendo o mesmo, dado na Eq. (4.21).
Para a utilização destes métodos de discretização, é necessário 
conhecer a posição de interface em cada instante. Os coeficientes são 
calculados pelas expressões (4.20) a (4.23) para todos os volumes, a menos do 
volume em mudança de fase e nos seus vizinhos onde se utilizam as expressões 
apresentadas acima para os dois métodos. É importante observar que uma nova 
não linearidade surge, pois, para esta discretização, os coeficientes da equação 
ficam dependentes da posição da interface, que é função da solução do 
problema. A discretização em diferenças centrais simples não apresenta este 
inconveniente.
4.1.3 - L inear ização do Problema
Analisando a equação de conservação da energia que rege o problema 
de mudança de fase unidimensional, dada em (4.13), verifica-se que a única não 
linearidade se encontra no termo-fonte, mais precisamente na avaliação da 
fração de líquido, fp, do volume em mudança de fase. Para eliminar esta não 
linearidade do problema, calcula-se o valor exato da fração de líquido, 
utilizando a solução analítica de Neumann.
(4.46)
Ap = Ap + (1 -  IR) ——-----Ae - A w
X f - X p
(4.47)
De acordo com a figura 4.8, a fração de líquido para um volume em 
mudança de fase, em uma solidificação da esquerda para a direita, é dado por
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Axp 
'*---- — 1





Fig. 4.8- Volume elementar com mudança de fase
Da solução de Neumann obtém-se o valor de xf, fazendo xf = 5, calculado 
usando a Eq. (4.9).
A discretização dos fluxos de calor com relação à posição da frente 
gera coeficientes que são função da posição da interface Xf, como visto 
anteriormente. O valor exato da solução analítica foi usado para linearização 
também desta não linearidade.
4.1.4 - Com paração  das Soluções Numéricas e Analít ica
O objetivo de verificar o comportamento da discretização da equação 
da energia pode ser atingido por meio da solução de problemas unidimensionais 
simples, para os quais a solução analítica é conhecida. Na verdade, a solução 
de Neumann considera o corpo infinito. Esta condição não é reproduzida na 
solução numérica, que considera temperatura prescrita no final do corpo. 
Portanto, estas soluções somente são comparáveis para comprimentos iniciais, 
isto é, até a frente de mudança de fase atingir cerca de 30% do comprimento 
do corpo finito.
Dois problemas teste foram utilizados; para Ste=0,5 e para Ste=2,0 , a 
fim de se verificar a influência do número de Stefan na aproximação. Em ambos 
ocorre uma solidificação de um material inicialmente a uma temperatura de 2°C 
cuja temperatura na parede a oeste fica -10°C. A variação do valor do Ste do 
problema é obtida variando-se o valor do calor latente, X,  do material, uma vez 
que Ste=cAT/A,.
Foram comparados os métodos 0 e 1, e a discretização em diferenças 
centrais simples (d.c.s ). As curvas apresentadas a seguir correspondem ao 
histórico de temperatura com o tempo para o ponto a 17,5% do comprimento 
do corpo, ou seja na posição adimensional x=0,175. O tempo adimensional é o
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número de Fourier, definido como F o = a t /L 2, onde L é o comprimento 
característico do problema.
As curvas apresentadas na figura 4.9, comparam os método 1 e a 
discretização em diferenças centrais simples (d.c.s.) com a solução analítica. 
Verifica-se que com o método 1 consegue-se prever melhor a temperatura que 
com a aproximação das diferenças centrais simples. Verifica-se que as maiores 
oscilações de temperatura ocorrem quando a interface muda de volume, ficando 
fácil notar que o ponto analisado se encontra no terceiro volume da malha 
discreta. É também importante ressaltar que as maiores oscilações ocorrem 
para menor valor de Ste, ou seja, quando a mudança de fase é mais importante 
no problema térmico.
TEMPO (Fo)
Fig. 4.9- Comparação entre o método 1 e d.c.s.
A figura 4.10 apresenta a comparação entre o método 0 e a 
discretização em diferenças centrais simples (d.c.s.). Verifica-se que o método
0 não causa oscilações no histórico de temperatura, mas, possui uma grande 
inabilidade de prever a temperatura no volume em mudança de fase.
Conclui-se que o método 1 é o que melhor aproxima a equação da 
energia, uma vez que, dada a posição correta da frente de mudança de fase, a 
melhor previsão da temperatura é obtida por este método de aproximação.
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TEMPO (Fo)
Fig. 4.10- Comparação entre o método 0 e d.c.s.
4.2 - O EFEITO DA INTERFACE MUDANDO DE VOLUME
Durante a solução numérica do problema de mudança de fase, uma 
situação especialmente complicada ocorre quando da passagem da interface de 
um volume discreto da malha para o próximo. Isto fica claro analisando-se a 
solução numérica apresentada na seção anterior. Mesmo com a linearização da 
equação, no caso da discretização convencional, fica evidente a passagem da 
interface pelos volumes da malha, devido ao aparecimento de “degraus” na 
curva da temperatura. Com base nesta dificuldade, resolveu-se obter uma 
melhor aproximação para os fluxos nas faces do volume em mudança de fase, 
para levar em conta a passagem da interface para o volume vizinho. Estudou-se 
uma correção dos fluxos, como a proposta por Tacke [75], conforme 
apresentado na seção 3.3.1.
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4.2.1- Correção  do Fluxo de Calor
Define-se inicialmente, semelhantemente ao feito por Tacke [75], como 
visto na seção 3.3.1, um parâmetro, r, que indica se a frente mudou de volume 
durante o avanço de tempo atual. Além disto, seu valor corresponde à fração 
do avanço de tempo em que a frente permanece no volume anterior. De acordo 
com os esquemas da figura 4.11, a seguir, tem-se
At
- , x f
E
FMF
a) FMF não muda de volume b) FMF muda de volume
Fig. 4.11 - Movimento da interface em um avanço de tempo
fpAxp í r > 1 => a frente permanece no mesmo volume
r = —----— 1 „ • (4.49)xf -  Xf [r < 1 => a frente passou para o proximo volume
onde fp é a fração de líquido no volume P no tempo anterior, xf° é a posição 
da interface no tempo anterior e Xf é a posição atual da interface.
Dois métodos de correção serão testados, baseados nos métodos 0 e 1 
apresentados na seção 4.1.2. O método 2 será o método 0 com os fluxos 
corrigidos, e o método 3 será o método 1 com a correção dos fluxos devido à 
mudança de volume. Os fluxos de calor para cada caso são dados a seguir.
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Método 2
o  At 
Xf , - ... -  , x f
W
f °  ÀX
FM F
para volume em MDF atual
qe = r k + ^ ^  + ( l - r ) k + ^ -
XE-Xf
Tp — Tf v. Tf — T^
iw = rk +- £ - 4  + ( l - r ) k _ - ^ -
X p - X ? xf - x w
para volume a leste da MDF
.+  ( l _ r ) k  + T*z 1 lqw =rk+ Tp Tw




Fig. 4.12- FMF mudando de 
volume em um avanço de 
tempo (r < 1)
para volume a oeste da MDF
1 Tp — Tf Tf — Tp
qe = r k + —— o + ( i ~ r) k _ —— ^  
XE  -  X f  X f  -  X p
(4.53)
Quando a frente de mudança de fase não muda de volume, os fluxos 
permanecem como dados para o método 0. Generalizando, os fluxos ficam
para volume em MDF atual
Tc - T d „ , Tp - T,qe = h  K
Qw = k+
x E -  Xp X E - X f
Tp - * +Xlk i - - T’o 1 ~
W
X p - X f X f - x w
(4.54)
(4.55)
para volume a leste da MDF
Tp -  T„, . , Tp - T f
Xp x w X p - X f
(4.56)
para volume a oeste da MDF
qe = ^ k HTe - T f
XE ~ xf
+ k_ Tf-Tp
X f - X p
(4.57)
com
10 se r > 1 
Ir se r < 1
( 4 . 5 8 )
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1 se r > 1 








Fig. 4.13- FMF mudando de 
volume com xf/xp >1 (r < 1)
para volume em MDF atual
Xf/Xp > 1
. Te -T p  Tg — Tf
qe = r k + —---- -  + 0 - r ) k + —---- -xE- x P
Tp — Tf lp — ImQw = rk +—---- L + (i_r)k_ ~F
X E - X f
Tp-Tw
X p - X f Xp - X W
para volume a leste da MDF
Xf/Xp > 1
1 Tp — Tp — Tf qw = r k+ -£■.. -w + (1 — r) k+ —---- L
Xp - x w X p - X f
para volume a oeste da MDF 
Xf/Xp > 1
rk. TE - T f
xE~Xf
+ (l-r)k_-
X E - X p
Xf/Xp < 1
0 At 




para volume em MDF atual
Xf/Xp < 1
. TE — Tp . TE — Tpqe = r k+—----  — + (1 -  r)k+ —---- ^
xE -  Xp x E -  Xp
. Tp — Tf Tf — T\y qw = rk+—---- 7- + ( l - r ) k _ —-----^
X p  —  X f  X f  —  X\v
para volume a leste da MDF
Xf/Xp < 1
Tp - T
qw -  rk+ ~  — + (1- r)k+
X p  —  X^y X p  —  X^V
Tp -  Tw
Fig. 4.14- FMF mudando de 
volume com xf/xp <1 (r < 1)
para volume a oeste da MDF
Xf/Xp < 1
. TE — Tf . Tf — Tp qe = rk+^ ---- j- + ( l-r)k_ ---- *-
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Quando a interface não muda de volume num avanço de tempo, os 
fluxos de calor são os mesmos do método 1. Generalizando, os fluxos de calor 
nas faces dos volumes em mudança de fase e seus vizinhos, são:
para volume em MDF atual
rp  ^p rp  rp  rp  ^p
qe = Xl k+ -S p + X2 k+ -&■ ~ + X3k+ E-~ f (4.68)
X E - X p  X E - X p  X E - X f
rp  r'| 1 r ■ « f ■ i r p
(4.69)
X p  -  X f  x f -  x w  X p  -  x w
para volume a leste da MDF
rp  lip r a 1 rp  i ■ i f p
qw = X1k+Í ^ -  + A,2 k+^ ^  + X3k+^ £ .  (4.70)
X p  —  X\jy X p  —  X\jj X p  —  X f
para volume a oeste da MDF
qe = AjkHTe ~Tf
x E ~ x f
+ k.2
Tf-TP
X f - X p
+ X3k _ -T^n -  Tp




0 se r > 1 
r se r < 1
(4.72)
X2
1 se r > 1 e xf / Xp < 1 
1 - r  s e r < l e x f / x p < l  
0 se xf / Xp > 1
(4.73)
À,3 — 1 - A.1 - Aí (4.74)
Estes parâmetros são facilmente programados usando funções internas, sem a 
necessidade de testes que gastam maior tempo de computação.
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4.2.2- Comparação das Soluções Numéricas e Analítica
O efeito da correção dos fluxos de calor nas faces quando a frente de 
mudança de fase muda de volume é estudado pela comparação com os métodos 
sem a correção. Os problemas-teste utilizados são os mesmos da seção 4.1.4, 
utilizando-se novamente a solução analítica para linearizar a solução.
TEMPO (Fo)
Fig. 4.15- Comparação entre os métodos 0 e 2
A figura 4.15 apresenta a comparação entre o método 0, sem correção 
dos fluxos de calor, e o método 2, com correção dos fluxos de calor decorrente 
da passagem da interface para próximo volume. Verifica-se que houve uma 
pequena melhora na previsão da temperatura no volume em mudança de fase.
A comparação entre os métodos 1 e 3 é apresentada na figura 4.16, 
onde também se verifica uma melhora quase imperceptível na previsão da 
temperatura.
Conclui-se que não houve melhora significativa na aproximação da 
equação da energia com a utilização da correção para a interface mudando de 
volume. Esta correção introduz maior complexidade no cálculo dos 
coeficientes da equação discretizada e, portanto, não se justifica pelos 
resultados obtidos.
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TEMPO (Fo)
Fig. 4.16- Comparação Entre Métodos 1 e 3
4.3 - O NOVO MÉTODO
4.3.1- Novo Tratamento da Frente de Mudança de Fase
O objetivo da nova proposta de método é um tratamento especial da 
solução junto à frente de mudança de fase. O novo método fornece um nível 
maior de detalhamento junto à interface, permitindo uma solução mais precisa, 
tanto do campo de temperatura, quanto da posição da frente de mudança de 
fase.
Os fluxos de calor nas faces do volume em mudança de fase são 
discretizados levando em consideração a posição da frente de mudança de fase.
A temperatura no volume em mudança de fase, diferentemente do que é 
feito no método de volumes finitos, não representa o valor integrado no 
volume. Toma-se para este volume o valor da temperatura no ponto (centro do 
volume) por meio de interpolação linear com relação aos vizinhos, como feito
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por Tacke [75], apresentado na seção 3.3.1. Assim, o cálculo de Tp para o 
volume em mudança de fase, usando Tf=0 como referência, é dado por
TP =
Xp - x f T
XE - X f
Xp - X f T
r
X - X f %
se xf / xP < 1
se xf / xp > 1
(4.75)
Desta forma, a equação de conservação da energia não é resolvida no 
volume de mudança de fase para obter o valor da temperatura neste ponto. 
Neste caso, ela é usada na forma de um balanço para calcular a fração de 
líquido no volume e, conseqüentemente, a posição da frente de mudança de 
fase, conforme apresentado na próxima seção.
4.3.2- O Balanço no Volume em Mudança de fase
A equação da energia integrada em um volume elementar e no tempo, 
como mostrado na seção 4.1.3, representa um balanço de energia no volume 
elementar, do tipo
VAR + FLUE + FLUW = FONTE (4.76)
onde
VAR = pc(TP -  Tp)ox Axp - é a variação de energia sensível no volume 
At no intervalo de tempo At.
FLUE = - q c = -
5T
õx
- é o fluxo de calor na face leste do volume.
FLUW = qw =
ÔT
õx
- é o fluxo de calor na face oeste do 
volume.
FONTE = pL(fp -  fP) Axp
At
- é a variação de energia latente no volume 
no intervalo de tempo At.
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Foram pesquisadas basicamente quatro novas maneiras de aproximação 
dos fluxos de calor nas faces do volume em mudança de fase, gerando 
diferentes grupos de coeficientes para os volumes vizinhos e diferentes 
expressões para o cálculo de FLUE e FLUW. As duas primeiras foram 
apresentadas na seção 4.1.2, inclusive com a listagem dos coeficientes 
resultantes, através dos métodos 0 e 1, que serão chamados de métodos sem 
correção dos fluxos. As outras duas maneiras levam em conta o movimento da 
frente na malha discreta, e tentam corrigir os erros de discretização quando a 
interface muda de volume. Elas são apresentadas na seção 4.2.1, através dos 
métodos 2 e 3 com correção dos fluxos.
Como ressaltado na seção anterior, no método proposto a equação de 
conservação da energia não é resolvida para o volume em mudança de fase para 
obter a temperatura integrada no volume. Ao invés disto, a temperatura no 
ponto é obtida por interpolação linear, com relação aos volumes vizinhos e a 
equação da energia é utilizada para calcular a fração de líquido fp, no volume 
em mudança de fase. Com base neste valor encontra-se a posição da frente de 
mudança de fase, atualizam-se os coeficientes, que no caso da discretização 
proposta são dependentes da posição da frente e calcula-se o novo campo de 
temperaturas. Somente os coeficientes dos volumes vizinhos ao de mudança de 
fase variam e, por isso, a convergência é rápida.
O cálculo da variação da energia sensível no volume em mudança de 
fase não deve ser feito como em (4.76), pois a temperatura no centro do 
volume não mais representa a temperatura média no volume e sim um valor 
puntual. Então, o cálculo da variação da energia sensível deve levar isto em 
conta, calculando-se o valor médio da temperatura no volume. A figura 4.17 
mostra um volume em mudança de fase, durante um avanço de tempo.
Com base na figura 4.17, pode-se dizer que a energia sensível, usando a 




Tf + Tw Tw
T
2 2 






x f - x w
( 4 . 8 0 )
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Fig. 4.17- Variação da energia sensível em um volume 
em mudança de fase
A variação da energia sensível no volume em mudança de fase, VAR, 
usado no balanço para prever a posição da interface, é calculada como
V A R , <ES- ES°> (4 81)
At V '
O valor ES° é armazenado do tempo anterior, no caso da frente de mudança de 
fase permanecer no mesmo volume, caso contrário, a energia sensível existente 
em um volume que não estava em mudança de fase vale
ES° = pcTp Axp (4.82)
Com isto, pode-se efetuar o balanço de energia no volume em mudança de fase, 
satisfazendo a equação de conservação de energia, a fim de se obter a nova 
posição da interface a partir da nova fração de líquido calculada no balanço.
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O método de Voller [89], apresentado na seção 3.3.2, também utiliza a 
equação da energia para calcular a fração de líquido, uma vez que a 
temperatura no volume em mudança de fase não é calculada, sendo fixada em 
zero, através de um artifício numérico. Como neste método os coeficientes 
não são função da posição da interface, pois a discretização utilizada para os 
fluxos de calor nas faces não leva em consideração a presença da frente de 
mudança de fase, não há necessidade de atualização dos coeficientes. Porém, 
no caso de uma solidificação, quando a fração de líquido no volume torna-se 
negativa, indica que todo o volume encontra-se no estado sólido e a frente 
deveria passar para o próximo volume. Comumente isto não ocorre. O método 
faz artificialmente a fração de líquido no volume igual a zero e, em geral, no 
volume seguinte a fração de líquido permanece igual a um (ou maior que um, 
sendo feito igual a um pelo método). Neste caso, nenhum volume encontra-se 
em mudança de fase, para o qual a fração de líquido estaria entre zero e um. A 
interface se perde e o nível de temperatura zero deixa de ser imposto em algum 
volume. Por isso, toda vez que a interface sai de um volume, o método 
apresenta maior dificuldade de convergência, necessitando um número maior de 
iterações.
Na seção 4.3.4, resultados comparando a performance dos métodos são 
apresentados. A solução exata de Neumann é apresentada em todos os casos, 
permitindo a comparação com as soluções numéricas.
4.3.3- Primeira Avaliação da Fração de Líquido
Observando a equação de conservação da energia discretizada, verifica- 
se que no termo fonte existe a necessidade de se conhecer a fração de líquido, 
fp, no instante atual. Como esta variável é função da solução do problema, isto 
configura uma não linearidade.
As não linearidades são tratadas numericamente por meio de métodos 
iterativos. Porém, de um modo geral, quanto mais próxima for a primeira 
avaliação do valor final, mais rápida será a convergência. Para isto o método 
utiliza uma avaliação inicial do valor da fração de líquido no instante atual, a 
fim de reduzir o número de iterações necessárias para a convergência.
No primeiro avanço de tempo, o fenômeno é altamente não linear, uma 
vez que o fluxo de calor inicial junto à parede, onde se inicia o processo de 
mudança de fase, tende a infinito. Certamente a solução numérica para este 
primeiro avanço de tempo possui maiores erros, pois todas as aproximações 
feitas são lineares. Estas aproximações podem ser tão distantes da realidade, 
que não permitem a convergência da solução. Neste caso, opta-se por não 
iterar a solução no primeiro avanço de tempo. O importante é verificar a 
capacidade do método numérico rapidamente tender para a solução exata, 
mesmo com resultados ruins nos primeiros avanços de tempo. Esta capacidade 
será mostrada para o novo método na seção seguinte, onde são apresentadas 
algumas soluções. Para as soluções utilizando o novo método, a primeira 
avaliação da posição da interface, no primeiro avanço de tempo, é feita
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Ste= c (T-Tf)/X. 
a
t= At
-é a posição da frente de mudança de fase 
avaliada para o primeiro avanço de tempo.
-é o número de Stefan característico do 
problema.
-é a difusividade térmica do material.
-é o tempo decorrido para o primeiro avanço 
de tempo.
Nos demais avanços de tempo, a primeira avaliação da fração de líquido 
é feita, considerando a velocidade da frente de mudança de fase constante. 
Com a avaliação da nova posição da interface, calcula-se a nova fração de 
líquido avaliada.
4.3.4- Com paração  das Soluções Numéricas e Analít ica
O efeito da in terpolação  l inear  para o cálculo da temperatura no 
volume em mudança de fase, Eq. (4.75), é estudado através da figura 4.18. 
Nela são mostradas as soluções dos problemas apresentados na seção 4.1.4, da 
mesma forma linearizadas por meio da solução analítica, mas, neste caso, 
utilizando-se a interpolação linear, Eq. (4.75), para gerar os coeficientes do 
volume em mudança de fase. Isto é, neste volume a equação de conservação da 
energia não é resolvida e a sua temperatura é calculada por meio de 
interpolação linear com relação aos seus vizinhos.
Para o novo método, a equação da energia no volume em mudança de 
fase gera um balanço para prever a fração de líquido no instante atual. A 
posição da interface, calculada desta maneira, isto é, a partir deste balanço, é 
apresentada na figura 4.19.
É importante ressaltar que os métodos 0 e 1 ficam idênticos quando se 
faz a interpolação linear da temperatura no volume em mudança de fase, assim 
como os métodos 2 e 3. Basta observar que a derivada com relação à 
temperatura no ponto em mudança de fase recai na derivada com relação à 
interface, uma vez que a interpolação linear relaciona as duas. Por isto, nas 
figuras a seguir apenas uma solução é plotada, sendo chamada de método 1, 
mas, lembra-se que o método 0 produz o mesmo resultado, e no caso do 
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TEMPO (Fo)
Fig. 4.18- Efeito da interpolação linear da temperatura no 
volume em mudança de fase
TEMPO (Fo)
Fig. 4.19- Previsão da posição da interface por balanço no volume em 
mudança de fase
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Na figura 4.19 apenas o resultado relativo aos métodos 0 e 1 foi 
plotado pois a solução para os métodos 2 e 3 são praticamente coincidentes. O 
erro médio percentual para a previsão da posição da frente pelo balanço de 
energia, para o problema com Ste=0.5, é de 0.16% nos métodos 0 e 1. Para os 
métodos 2 e 3 o erro médio é de 0.11%, portanto, um pouco inferior. Usando a 
aproximação em diferenças centrais simples (d.c.s ), o erro médio para o 
mesmo problema é de 0.33%.
A comparação  entre  os métodos é feita através das figuras 4.20, 4.21 
e 4.22,4.23. Nelas são resolvidos problemas de solidificação, com as mesmas 
condições de temperatura, mas com diferentes valores de número de Stefan. Na 
figura 4.20 são apresentados os históricos de temperatura calculados pelo novo 
método, sem correção dos fluxos para interface mudando de volume. Pode-se 
comparar com a figura 4.21, onde a solução dos mesmos casos é obtida com o 
método de Voller [89], conforme apresentado na seção 3.3.2. Verifica-se que o 
fato do método de Voller fazer a temperatura nula no volume em mudança de 




0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20
TEMPO (Fo)
Fig. 4.20- Histórico da temperatura para o novo método
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TEMPO (Fo)
Fig. 4.21- Histórico da temperatura para o método de Voller
Nas figuras 4.22 e 4.23 são apresentadas as previsões da posição da 
interface utilizando-se o novo método e o método de Voller, respectivamente.
Apesar da aproximação muito pobre no histórico da temperatura, o 
método de Voller consegue prever razoavelmente a posição da interface. Na 
verdade, desde que haja conservação da energia, o cálculo da posição da 
interface não apresenta grandes erros. Pode-se por alguns instantes atrasá-la, 
em outros adiantá-la, mas, se houver conservação de energia, não aparecerão 
erros maiores.
A tabela 4.1, a seguir, apresenta os valores de erros médios nos 
cálculos da posição da interface. Não houve qualquer cuidado adicional para 
redução dos erros ou otimização da solução. Particularmente o novo método 
melhora em muito o seu desempenho com um refinamento dos avanços de 
tempo no início da solução, quando os gradientes são maiores. Mesmo assim, 
verifica-se que os erros percentuais médios são significativamente menores 
para tempos de processamento de mesma ordem.
TABELA 4.1 - Erro Médio Percentual na Posição da Interface
Ste . . . . .  A . : * ifi : : :.■ U.p ...Ô* V "  ;
Voller 1.54% 1.57% 2.30% 3.22%
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TEMPO (Fo)
Fig. 4.22 - Posição da interface para o novo método
TEMPO (Fo)
Fig. 4.23- Posição da interface para o método de Voiler
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Na Fig. 4.20 verifica-se que o método em um domínio com 
acompanhamento da interface é capaz de prever bem o valor da temperatura, 
mas, verifica-se a presença de alguns “picos” irreais como se a temperatura no 
ponto houvesse aumentado. Esta é uma situação fisicamente impossível em se 
tratando de uma solidificação, quando a temperatura num ponto somente 
diminui. A fim de interpretar melhor este fenômeno, a Fig. 4.24 mostra a 
variação da temperatura nos quatro primeiros pontos da malha e a posição da 
interface num mesmo gráfico.
TEMPO (Fo)
Figura 4.24 - Histórico de temperatura e posição da frente
Uma análise da Fig. 4.24 permite concluir que os “picos” ocorrem no 
primeiro avanço de tempo em que a frente muda de volume. É fácil perceber a 
origem deste erro numérico. Enquanto a frente permanece em um volume a sua 
temperatura é obtida por interpolação linear, não representando um valor 
integrado no volume e sim pontual. Quando a frente sai do volume, a 
temperatura passa a representar o valor integrado no volume. Esta diferença de 
cálculo causa o erro numérico perceptível nas curvas de temperatura. Alguns 
artifícios foram buscados a fim de minorar este efeito, mas todos eles 
aumentariam a complexidade do método sem melhoras significativas, por isto 
foram abandonados.
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O efeito do número de Stefan do problema na qualidade da solução 
pode ser avaliado por meio das figuras 4.20 e 4.22, e pela tabela 4.1. Verifíca- 
se que o aumento do número de Stefan concorre para o aumento do erro da 
solução aproximada, uma vez que a velocidade de deslocamento da interface é 
maior. O novo método apresenta alguma dificuldade de convergência nos 
primeiros avanços de tempo para problemas com elevados valores de Ste, 
requerendo menores avanços de tempo no início da solução. Nas soluções aqui 
apresentadas, somente para Ste=5.0 houve a necessidade de redução do avanço 
de tempo. Para todas as soluções o avanço de tempo usado, em termos de 
Fourier, foi At=0.002. Nas soluções para Ste=5.0, nos dois métodos, foram 
utilizados avanços de tempo adimensionais de At=0.001.
O efeito da primeira avaliação da fração de líquido, no primeiro 
avanço de tempo é mostrado através da figura 4.25. Nela se verifica que, 
apesar de uma avaliação inicial muito grosseira, rapidamente a solução 
aproximada se corrige, se aproximando da solução analítica. A primeira 
avaliação utilizada foi a solução de Stefan simplificada, Eq. (4.82), 
apresentada anteriormente.
TEMPO (Fo)
Fig. 4.25- Efeito da primeira avaliação da fração de líquido
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4.3.5 - Conclusões
Com base nas soluções apresentadas, o novo método proposto tem as 
seguintes vantagens:
• apresenta excelente capacidade de prever a temperatura no domínio de 
solução, o que pode ser comprovado nas figuras 4.9 e 4.20. Até o presente, 
somente o método de Tacke [75] havia apresentado tal habilidade, porém, 
com as desvantagens de ser um método explícito e somente unidimensional. 
Comparando com o método de Voller [89], figura 4.21, fica ainda mais 
evidente a superioridade do novo método com relação ao cálculo do perfil 
de temperatura.
• é capaz de prever a posição da frente de mudança de fase com erros muito 
pequenos, em torno de l%-2%, conforme a Tabela 4.1. Para mesmos 
avanços de tempo, prevê a posição da interface com erros médios menores 
que o método de Voller, usando tempos computacionais compatíveis.
• funciona bem para pequenos e grandes valores do número de Stefan, como 
pode ser verificado nas soluções das figuras 4.20 e 4.22.
• é capaz de corrigir erros introduzidos no início da solução, quando os 
efeitos de não linearidade da solução são mais importantes. Este fato foi 
mostrado através da figura 4.24.
• é capaz de simular problemas com diferentes valores de propriedades 
térmicas nas diferentes fases. Não há necessidade de qualquer artifício 
numérico para este fim, uma vez que durante a solução não há nenhuma 
derivada que envolva pontos dos dois domínios, ou melhor, das duas fases.
• é numericamente estável, apresentando convergência rápida. Admite a 
otimização de um fator de relaxação na correção da fração de líquido pelo 
balanço de energia. O valor usado nas soluções de uma forma geral foi de
0.5. O desempenho do método pode ser melhorado por meio da otimização 
desta relaxação. Porém, isto não é imperativo, ou seja, o método apresenta 
excelente desempenho com o valor constante utilizado.
A principal desvantagem do método é a introdução de outra não 
linearidade no problema, além do termo fonte. Os coeficientes dos volumes 
vizinhos ao volume em mudança de fase passam a depender da posição da 
interface, que é função da solução. O próprio balanço de energia, que é 
efetuado para calcular a fração de líquido no volume em mudança de fase, é
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função da posição da interface. Resulta que maior número de iterações será 
necessário para a convergência da solução numérica. Felizmente, como 




5.1 - R EQUISITO S BÁSICOS
Como descrito no capítulo 4, o novo método necessita do 
acompanhamento da posição da frente de mudança de fase. Os fluxos de calor 
nas faces do volume em mudança de fase são calculados levando-se em 
consideração a posição da interface, onde a temperatura é conhecida (Tf=0 : 
valor de referência). Como visto anteriormente, apesar de acrescentar algumas 
dificuldades, as vantagens do novo método são muitas, principalmente na sua 
capacidade de prever corretamente o perfil de temperatura no domínio de 
solução.
O cálculo mais preciso da temperatura é particularmente importante na 
solução de problemas envolvendo mudança de fase, com convecção natural na 
fase líquida. A convecção natural é dirigida pelo perfil de temperatura, que 
entra no termo fonte da equação do movimento, através da aproximação de 
Boussinesq, como mostrado na seção 2.3.2.
O desempenho do novo método para problemas bidimensionais será 
mostrado para a categoria de problemas nos quais se pode alinhar uma das 
coordenadas da malha à frente de mudança de fase. A solução numérica 
adotada utiliza malha estruturada, e, portanto, os volumes elementares da 
malha discreta são delimitados por linhas coordenadas. Na figura 5.1 são 
apresentados exemplos de problemas que pertencem a esta categoria, com um 
exemplo de malha estruturada alinhada à frente de mudança de fase (FMF) num 
dado instante. Nestes exemplos são utilizadas condições de contorno de 
temperatura de parede (Tp) prescrita e parede adiabática, isto é, fluxo de calor 
(qp=0) nulo na parede. Para haver mudança de fase a temperatura na parede 
(Tp) e a temperatura inicial (Ti„) devem estar assim relacionadas com a 
temperatura de mudança de fase (Tf=0)
solidificação
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q» = 0
Fig. 5.1 - Problemas 2-D com malha alinhada à FMF
Com uma rápida observação das malhas apresentadas na figura 5.1, 
verifica-se a necessidade de utilização de coordenadas generalizadas para que 
seja possível o alinhamento da malha à posição da interface e também para o 
tratamento de geometrias arbitrárias. Além disto, utiliza-se malha móvel para 
que o alinhamento se dê mesmo com o movimento da interface no tempo. Isto 
é, a malha se alinha à interface, à medida que esta se deforma ao longo do 
tempo.
A necessidade de alinhamento da malha à posição da frente de mudança 
de fase surge por questões numéricas, para facilitar:
• o cálculo das derivadas com relação à posição da interface,
• o cálculo da posição da interface a partir do valor da fração de líquido nos 
volumes em mudança de fase, resultante do balanço de energia nestes 
volumes,
• a previsão da nova posição da interface.
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Nas próximas seções deste capítulo, no qual o novo método 
generalizado é apresentado, mostra-se a necessidade do alinhamento da malha 
em cada uma destas etapas, e a simplificação do procedimento neste caso.
A seguir, será apresentada a teoria básica relativa a coordenadas 
generalizadas e como ficam as equações transformadas para o plano Ç-r|-T.
5.2 - COORDENADAS GENERALIZADAS
5.2.1- Introdução
A solução numérica de equações diferenciais requer a discretização do 
domínio em pontos ou volumes elementares. As equações diferenciais são 
aproximadas por um conjunto de equações algébricas, relacionando as 
incógnitas em cada ponto, cuja solução produz valores discretos das variáveis 
em cada ponto da malha. Esses valores representam a solução aproximada da 
equação diferencial no domínio. Portanto, a forma da discretização do 
domínio, ou seja, a malha na qual a solução será calculada é de vital 
importância para a solução propriamente dita.
É fundamental diminuir os erros de discretização e interpolação junto 
às fronteiras, pois na maioria dos problemas, a solução é fortemente 
dependente das condições de contorno e é nessa região que aparecem os 
maiores gradientes. Qualquer erro próximo aos contornos é rapidamente 
propagado para o interior do domínio, comprometendo toda a solução. Por 
isso, é conveniente a utilização de malha coincidente com a fronteira, que é 
obtida por meio de um sistema coordenado natural para uma dada geometria.
Atualmente costuma-se trabalhar com sistemas de coordenadas 
generalizadas que resultam de geração de malhas coincidentes com as 
fronteiras do problema, permitindo maior generalidade da solução.
A seqüência de etapas para o tratamento de geometrias arbitrárias com 
coordenadas generalizadas é a seguinte. Inicialmente considera-se uma 
transformação de coordenadas do sistema cartesiano, por exemplo, para um 
sistema de coordenadas geral. Com as relações matemáticas de tal 
transformação, procede-se, a uma transformação das equações para o sistema 
coordenado generalizado. As equações assim transformadas se aplicam a 
qualquer sistema coordenado, desde que sejam conhecidas as métricas da 
transformação. As métricas são determinadas para cada geometria, pela 
geração de uma malha conveniente ao problema, certamente, coincidente com a 
fronteira. Existem diversos métodos para geração de malhas coincidentes com 
a fronteira. Este tema não será tratado neste trabalho, podendo ser encontrado 
em [110] e [115].
Deseja-se ressaltar que a obtenção da malha, ou seja, do próprio 
sistema coordenado utilizado na discretização do domínio é um processo 
independente da solução do problema físico. O programa computacional que
G E N E R A L I ZA Ç Ã O  DO MÉT OD O  - 7 9
resolve as equações de conservação transformadas em coordenadas 
generalizadas é geral, podendo ser aplicado a qualquer geometria de uma 
mesma família, desde que as métricas sejam conhecidas. O programa gerador 
da malha é responsável pelo cálculo das métricas as quais serão informadas ao 
programa de solução dos problemas físicos. O programa gerador de malhas 
também pode ser geral, apenas necessitando de dados a respeito da localização 
dos pontos na fronteira do domínio.
Nas seções a seguir, descreve-se o procedimento para utilização de 
coordenadas generalizadas no método de solução de problemas de mudança de 
fase. Os detalhes matemáticos serão evitados, por estarem amplamente 
documentados na literatura corrente. A fundamentação teórica aqui utilizada 
pode ser encontrada em Maliska [110],
5.2.2- Transformação Geral de Coordenadas Dependentes do Tempo
Faz-se uma transformação de coordenadas de um plano físico (x,y,t), 
escolhido cartesiano, para um plano transformado através de
É = S(x,y,t)
Ti = ri(x,y,t) 
X = t
(5.1)
Mediante esta transformação, uma grande classe de geometrias poderá ser 
representada no plano transformado por meio de uma geometria retangular. 
Este fato é ilustrado na Fig. 5.2.
Plano físico Plano transformado
Fig 5.2 - Plano físico e plano transformado
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Por isso, quando se utiliza a formulação em coordenadas generalizadas, o 
domínio computacional é sempre retangular e fixo, independente da geometria 
do problema e de variações temporais no domínio físico.
A teoria matemática associada a transformações de coordenadas é 
apresentada em vários livros, não sendo do interesse deste trabalho fazer um 
estudo aprofundado neste tema. Em Maliska [110] o uso de coordenadas 
generalizadas em volumes finitos é apresentado em detalhes. Em Thompson et 
al [115] encontra-se uma dedução detalhada das relações matemáticas 
decorrentes de tal transformação de coordenadas.
A partir da transformação de coordenadas apresentada na Eq. (5.1), as 
equações de conservação devem ser transformadas e escritas em termos das 
novas coordenadas Z,,r\,T. Em [110] apresenta-se o procedimento para a 
transformação das equações de conservação do sistema cartesiano para o 
sistema generalizado. Parte-se de uma forma genérica de se representar as 
equações de conservação, na forma conservativa ou divergente,
(5.2)
onde F é uma grandeza vetorial composta de termos convectivos e difusivos, 
que pode ser decomposta na base cartesiana como
F = E i +F j (5.3)
No sistema cartesiano 2-D, a Eq. (5.2) fica
õG ÔE ÕF 0 ---- + —  + —  = S (5.4)
õt dx ôy




G =  G /J (5.6)
S = S/J (5.7)
E = (xny T - x Tyn)G + y n E - x tlF (5.8)
F = (xtYç - xç y x )G -yç  E + xç F (5.9)
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5.2.3- As Equações Transformadas




onde <|) representa uma variável dependente genérica, podendo ser velocidade, 
temperatura, etc, T* é o coeficiente de transporte associado a $ e S* o termo 
fonte da equação.
Comparando a Eq. (5.10) com a forma dada na Eq. (5.2) conclui-se que 
G = pO
E = puO -  r 
F = p v O -T
o a o
ôx 








õZ, d£, õr\J 5r|
r <t> , r <t> õ®  
^3 h'-'2\
+ S®
com as velocidades relativas transformadas dadas por
U = y i , ( « - X x ) - x T1( v - y T)
V = x^ ( v - y x) - y ç ( u - x T)
e os coeficientes de transporte transformados são
Cf =r®Ja  
C f  = - r ® J 3  







onde J é o jacobiano da transformação e a ,P,y são as métricas, como mostrado 
em [110],
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É importante ressaltar que a variável dependente <j>, permanece a mesma 
quer no sistema cartesiano, quer no generalizado.
A seguir, apresentam-se as equações de conservação transformadas 
para coordenadas generalizadas.
- Equação da conservação da massa
A partir da Eq.(5.12), fazendo (j)=l, r*=0 e S*=0, obtém-se a equação 
da conservação da massa
Como utilizou-se a aproximação de Boussinesq para tratar a convecção 
natural, o fluido pode ser considerado incompressível: p = p (Ç ,ii ,T )= c o n sta n te .  
Neste caso, a Eq.(5.18a) fica
(5.18a)
(5.18b)
Equação da conservação da quantidade de movimento
Na direção x
Com <|>=u, T*=n e S^ -dp /dx ,  na Eq.(5.12), obtém-se
(5.19)
(5.20)
e os coeficientes de difusão são dados a seguir
Cj1 = |x J a  
C ^ - n J p
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Na direção v
Com <j)=v, r*=n e S*=-õp/dy + pgP0(T-To), na Eq.(5.12), obtém-se
ô ( pv
dx  v J 
onde










§v = - y | ^  + y pg P o (T -T„ ) = (Xçpn - x ^ ) + y pgP<,(T - T0) (5.25)
e os coeficientes de difusão são iguais aos dados nas Eqs. (5.21-5.23) para a 
velocidade u.
- Equação  de conservação da energia
Parte-se da equação da energia com a temperatura como variável 
dependente, e o termo fonte dado em termos da fração de líquido, como 
apresentada no capítulo 2, e transcrita a seguir
(pcT) + V • (pVcT) -  V ■ (kVT) = -  X1  (pf) 
ot ct
(2.18)
Comparando-a com a Eq. (5.10) tem-se <|>=T, T^k/Cp e S*=-(p^/cp) df/dt. 
Substituindo na Eq. (5.12) obtém-se a equação transformada
pT












e os coeficientes de difusão ficam
Cf = —  J a  
c p
C j = ~  Jp 
c p
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5.3 - MALHA MÓVEL
5.3.1- Conservação da Massa com Malha Móvel
Inicialmente apresenta-se uma interpretação física para as velocidades 
relativas transformadas U e V dadas nas Eqs.(5.13) e (5.14). A Fig.5.3 
representa um escoamento com velocidade V em um volume móvel no tempo.
YnAn
- velocidade de deslocamento da malha
Fig. 5.3 - Volume móvel no tempo
O fluxo de massa passando pelas faces do volume móvel deve ser 
calculado em função das velocidades relativas entre o escoamento e a malha. A 
velocidade do escoamento é dada em coordenadas cartesianas como
V = u i + v j  (5.31)
e a velocidade de malha
-  A x -  Ay-r r  ?
V M = T ~ 1 + T “ J = x t 1 + Yt J ( 5 . 3 2 )At At
Com base na Fig.5.3, verifica-se que o fluxo de massa entrando pela face oeste 
do volume é dado por
m = p [(u -  x T )y n Ati -  (v -  y T )x n Ar|] = pUAti (5.33)
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De modo análogo, para a face sul,
m = p[(v-  yT)x^A^ - ( u -  xT)y^ Aç] = pVAÇ (5.34)
As velocidades relativas transformadas U e V levam a informação da 
resultante entre o escoamento e o movimento da malha, por isso aparecem nos 
termos convectivos da Eq. (5.12), ou seja, de todas as equações de 
conservação transformadas. Deve-se verificar também que apenas uma 
componente U e V é necessária para avaliar o fluxo convectivo em uma face 
do volume elementar, enquanto que as duas componentes cartesianas u e v 
estão envolvidas neste cálculo.
Do ponto de vista matemático, é fácil mostrar [110] que as 
componentes contravariantes do vetor velocidade, V, Eq. (5.31), são dadas 
por:
V1 = Ç XU +  Ç v=  J(ynu - x  v)
(5.35)
v = rixu + riyv = J(xçv-y^u)
Definindo U e V, componentes contravariantes sem normalização métrica, 
como:
U = v 1 / J = y - u - x - v
" ” (5.36)
V = v / J = xçv -y^u
e, procedendo de forma análoga para o vetor velocidade da malha V m , Eq. 
(5.32), obtêm-se suas componentes contravariantes sem normalização métrica:
U m  — Yt]x t x t) y t
(5.37)vM = x y^x -y^xx
Assim, conclui-se que as velocidades relativas transformadas nada mais são que 
a diferença entre as componentes contravariantes sem normalização das duas 
velocidades, do escoamento e da malha, como mostrado a seguir:
Ü = U - U M
(5.38)v = v-vM
No cálculo do fluxo de massa na face oeste, feito na Eq.(5.33),  e na face 
sul, Eq.(5.34), verifica-se que as componentes contravariantes da velocidade 
aparecem de uma forma natural, sendo necessária apenas uma componente em 
cada face, conforme ressaltado anteriormente. A componente U é a única 
responsável pelo fluxo passando por faces paralelas a Ç e V é
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responsável pelo fluxo através de faces paralelas a r^ . Esta é a grande 
vantagem em se usar as componentes contravariantes, ao invés das 
covariantes ou das cartesianas, para fazer os avanços de velocidade no 
método de tratamento do acoplamento pressão-velocidade, apresentado no 
capítulo 6.
Uma preocupação importante no caso de se trabalhar com malha móvel é 
a de se garantir a conservação da massa nos volumes elementares do domínio 
de solução. Isto é, o movimento da malha não deve causar erros na 
conservação da massa. Este tem sido um tema estudado por diversos 
pesquisadores, gerando as conhecidas “SCL- Space Conservation Law”, “Lei de 
Conservação do Espaço”, [118], ou “GCL- Geometrical Conservation Law”, 
“Lei de Conservação Geométrica”, [58,60], Sem maiores rigorismos 
matemáticos, este assunto é apresentado a seguir, com o principal objetivo de 
mostrar qual o procedimento a seguir para garantir a conservação da massa no 
caso de malha móvel.
Parte-se da equação de conservação da massa transformada, com 
p=p(Ç,ri,T)=constante, dada pela Eq.(5.19)
Para solução em volumes finitos, ela é discretizada integrando-se no volume e 
no tempo, ficando
Se não houver velocidade no escoamento, isto é, para a solução trivial com 
u=0 e v=0, as velocidades relativas transformadas ficam iguais às velocidades 
contravariantes da malha sem normalização
Esta agora é uma equação de conservação de espaço, ou de conservação 
geométrica. O primeiro termo representa a variação da área do volume no 
intervalo de tempo At, o segundo termo possui duas parcelas representando 
respectivamente a área que sai no movimento da face leste menos a que entra 
no movimento da face oeste, e, de modo semelhante, o terceiro termo
(5.18b)
(5.39)
U = U M = y T1xT - x nyT
(5.40)
V = VM =XçyT - y ^ x T 
Na Eq. (5.39) vem
(5.41)
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representa a área que sai no movimento da face norte menos a que entra na 
face sul. Como os fluxos de massa resultam do produto de velocidades por 
áreas, se as áreas não forem conservadas com o movimento da malha, erros 
serão introduzidos na conservação da massa.
Verifica-se que devem ser tomados cuidados especiais para que esta 
equação seja satisfeita. Em alguns trabalhos esta equação foi utilizada para 
calcular a velocidade da malha e era resolvida concomitantemente com a 
solução do problema. Neste trabalho, assim como feito em [58,60,118], utiliza- 
se uma discretização para as velocidades da malha nas faces, tal que a lei de 
conservação geométrica, Eq. (5.41) seja satisfeita a priori.
Em [118] obtém-se uma discretização para geometria cartesiana, 2-D, 
para a qual demonstra-se que a lei de conservação do espaço é obedecida.
Em [60], apresenta-se uma discretização em coordenadas generalizadas, 
que satisfaz a Eq. (5.41), ou seja, garante a conservação geométrica. Esta 
consiste em avaliar as componentes da velocidade contravariante da malha nas 
faces, por diferenças centrais, no instante de tempo t°+At/2, ficando
U  = y (l/2)x _ x (l/2) =w M,e /  rj,e Ax,e “n,e n , e
De modo semelhante, a aproximação da velocidade contravariante da malha na 
face norte é dada por
Utilizando aproximações semelhantes para avaliar as velocidades nas outras 
faces e substituindo na Eq. (5.41), após alguns algebrismos, pode-se mostrar 
que todos os termos se anulam e a lei de conservação geométrica é satisfeita.
5.3.2- Tipos de Malha Móvel Usados
Dois tipos de malha móvel serão utilizados, definindo dois métodos 
distintos. São eles
1
2At | ( y Tl>e y rj,e )(x e x e )  ( :x ti,e +  x n,e
• malha coincidente com a interface, para a qual se utiliza a Transformação 
de Landau. É a malha móvel comumente utilizada nas soluções pelo método 
da temperatura, existindo uma mesma linha da malha sempre
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coincidente com a interface, separando as duas fases. Tem o inconveniente 
de possuir número fixo de malhas em cada domínio, que se expande ou 
comprime à medida que o domínio cresce ou diminui. Este método de 
adaptação da malha se encontra descrito na seção 3.2.2.
• malha ajustável, que não necessariamente coincide com a interface, apenas, 
de tempos em tempos, se ajusta à posição desta, tornando-se 
aproximadamente paralela. Neste caso, a frente de mudança de fase caminha 
pela malha discreta, mudando de volume após alguns avanços de tempo. 
Assim sendo, não existe mais a restrição de número constante de malhas em 
cada domínio. Porém, como geralmente, à medida que a interface caminha 
ela vai se deformando, a malha deve se ajustar para manter um certo 
paralelismo entre uma das linhas coordenadas e a interface.
Os dois métodos diferem na sua concepção. O primeiro deles se 
aproxima do método da temperatura, porém, ao invés de se aplicar a condição 
de interface, utiliza-se o balanço de energia nos volumes em mudança de fase 
no avanço de tempo. A figura 5.4 mostra como fica a malha para um dado 
instante da solução.
FMF° FMF
ü  volumes em mudança de fase no 
intervalo de tempo At
Fig. 5.4- Método com malha coincidente com a interface
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Como se vê na figura 5.4, existe uma coluna de volumes em mudança de 
fase, que são limitados pela posição da interface no instante anterior e pela 
atual. A temperatura nestes volumes é conhecida, igual à temperatura de 
mudança de fase, feita nula como referência. A equação da energia é, então, 
utilizada para calcular o volume de material que mudou de fase, ou seja, para 
posicionar corretamente a interface. Este método é semelhante ao método de 
Voller, mas agora, com malha móvel, permitindo que a temperatura seja feita 
nula somente no volume de material que realmente se encontra em mudança de 
fase.
O segundo método se assemelha mais ao método unidimensional 
descrito no capítulo anterior. Mais precisamente, utiliza-se a idéia básica do 
método 1, descrito na seção 4.1.2. A posição da interface é acompanhada em 
cada linha que liga os centros de volume. A nova posição da interface é obtida 
da fração de líquido, calculada para os volumes em mudança de fase através do 
balanço de energia. Para relacionar a fração de líquido à posição da interface, 
considera-se que esta é paralela a uma das linhas coordenadas, como mostrado 
na figura 5.5.
Fig. 5.5- Relação entre a fração de líquido e 
a posição da interface
A fração de líquido é dada pela relação entre a área de líquido, Al, e a 
área total do volume P, Ap.
f  = AL/Ap (5.44)
Conforme mostrado em [110], a área no plano físico está relacionada à 
área no plano transformado pelo inverso do jacobiano da transformação.
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Como arbitra-se o valor unitário à área do volume no plano transformado, o 
inverso do jacobiano é a própria área do volume no plano físico. Então,
AP = IP =[ xçyn - xny4 ]P (5.45)
De modo similar, a área do volume de líquido é dada pelo inverso do jacobiano 
calculado no centro do volume de líquido (CVL), como representado na figura
5.5,
Al = Icvl = [ Xçy,, - x^yç ]cvl (5.46)
Agora, substituindo na definição da fração de líquido, Eq. (5.44), chega-se a
f  = ^ p S  (5.47)
É importante ressaltar que a FMF é considerada paralela às linhas 
£=constante em todo este desenvolvimento.
Com base na figura 5.5, o comprimento ALl, medido sobre uma linha 
ri=constante, como mostrado em [110], pode ser dado como
ALl = yfy~ = V Ycvl (5-48)
Novamente se reportando à figura 5.5, é fácil verificar a proporcionalidade
x e - x w  ^ x e —  x f =  x e —  x f = x e - x f (5 49)
y f i  V y CVL y f y ^ L
Considerando que
(x4 ) p = x e - x w 
(x ç)cVL = x e ~ x f
conclui-se que
(xç)cvl = A£l (xç)p • (5 51)
A Eq. (5.51) considera que as variações são lineares dentro do volume. De 
modo semelhante pode-se obter as demais derivadas para o volume de líquido.
Assim, o cálculo do inverso do jacobiano no centro do volume líquido é 
feito usando as derivadas a seguir
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(x ç )c v l  -  A £ l (x ç )p  
(yç)cvL = a ^ l(yç)p
(xti)cVL ~ ^ L ) xT\,e -*"^Íl xtj,w]
(y t) ) c vl = ^ [ ( 2 -A ^ L)y T1;e + A^Ly T1)W]
(5.52)
(5.53)
que são obtidas considerando-se variações lineares dentro do volume. O 
inverso do jacobiano no centro do volume líquido fica
Observa-se que se xn,e= xniW e yn,e=: yt,,w existe proporcionalidade entre as 
áreas, o que é expresso pela Eq. (5.54), resultando
Substituindo a Eq. (5.54) na expressão da fração de líquido, Eq. (5.47), 
obtém-se uma equação de segundo grau para A£l, uma vez que a fração de 
líquido é calculada pelo balanço de energia no volume em mudança de fase.
Com o valor de A£l, pode-se determinar o valor da coordenada £, da 
frente de mudança de fase no volume, isto é, o valor de Çf, como representado 
na figura 5.5.
O método admite um certo desalinhamento entre a interface e a malha. 
Estabeleceu-se um critério para o realinhamento da malha à posição da 
interface, utilizando o chamado “fator de desalinhamento”, FD, que é a maior 
diferença entre os valores de £f da coluna de volumes em mudança de fase. 
Expressa-se o fator de desalinhamento como
o fator de desalinhamento é calculado entre as linhas que apresentarem maior 
diferença de £f.
Assim, quanto menor o desalinhamento admitido, melhor será a 
aproximação do cálculo da posição da interface, pois, para ele considerou-se a 
interface perfeitamente alinhada à malha. Em contrapartida, mais correções da 
malha serão necessárias, aumentando o tempo de processamento para a solução 
do problema. No capítulo 7, onde são apresentados resultados obtidos
jc v l  - A £ l
(5.54)
I c v l ~ A £ l Ip  • (5.55)
FD = max(AÇf), (5.56)
onde o índice J  representa que existe um valor de £f para cada linha da malha e
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com o novo método, estuda-se o efeito do valor do fator de desalinhamento 
FD, na qualidade da solução.
5.3.3- Cálculo da Malha
Nesta seção são apresentados detalhes do cálculo da nova malha nos dois 
casos de malha móvel utilizados.
Malha Coincidente com a Interface
No caso da malha coincidente com a interface, a dificuldade é de, 
conhecido o jacobiano do volume, isto é, a área do volume que mudou de fase, 
determinar a posição dos pontos da malha que coincide com a interface no 
instante atual. O jacobiano atual dos volumes em mudança de fase é calculado 
por meio do balanço de energia, como será mostrado na seção 5.4.2.
Com base na figura 5.6, verifica-se que a parte da malha que se encontra 
até a posição da interface no tempo anterior (FMF°) só se move uma vez para 
cada avanço de tempo, não necessitando ser convergida junto com a solução. A 
linha coincidente com a interface é ajustada por método iterativo, e as linhas 
após a interface são distribuídas de maneira geométrica, geralmente com 
espaçamento constante, sobre o restante do domínio.
A geração da malha parte de um dos pontos onde a interface encontra 
um contorno. Considerando a figura 5.6, a seguir, pode-se iniciar o processo 
do ponto “o”, no qual a interface encontra a face norte do domínio. Então, a 
malha é gerada de cima para baixo, encontrando para cada volume em mudança 
de fase a posição do ponto “se”, em função dos demais, “nw”,”sw”,”ne” .
Os pontos dos vértices do volume P são relacionados pelo cálculo das 
derivadas que compõem o valor do jacobiano do volume,
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volumes em mudança de fase no 





malha a convetgir 
no tempo atual
Fig. 5.6- Geração da malha coincidente com a interface
Para o cálculo do jacobiano no centro do volume P, tem-se
x^ + x ^ s yç,n+ yç,s
; n , p ~
XT),e "*■ x ri,w y^ .e y  r|,w
Substituindo na expressão do inverso do jacobiano, obtém-se uma equação 
relacionando as coordenadas do ponto “se” com os demais pontos.
(x se — x sw)"*"x Ç,n (yne — yse)yri,w (x ne — x se)"*'x ri,w (yse ~ y s w )"*"yç,n _--------------------------------------------------------------------------------------------------------- = Ip2 2 2 2
(5.59)
Agora, torna-se necessária a utilização de mais uma informação que relacione 
as coordenadas do ponto “se” . Sendo a malha estruturada, pode-se determinar 
uma relação geométrica entre yse e xse,
yse = F(xse) (5.60)
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onde F é a função geométrica da malha. Por exemplo, para uma malha como a 
representada na figura 5.6, existe um valor de y=constante para cada linha, 
assim, sabendo-se a linha do ponto a coordenada y é conhecida. Conclui-se que 
as equações (5.59) e (5.60) formam um sistema que permite o cálculo do valor 
de xse, em função da posição dos demais pontos do volume.
Desta forma, todos os pontos da interface podem ser obtidos, em função 
do primeiro, por onde se iniciou o processo. No caso representado na figura
5.6, trata-se do ponto “o” . Para que um erro na previsão da posição deste 
ponto tenha menor importância na solução, utiliza-se uma malha bem estreita 
junto à fronteira onde se encontra o ponto “o” .
O procedimento iterativo para obtenção dos pontos da interface é, então, 
o seguinte,
1. Cálculo dos valores dos jacobianos inversos nos volumes em mudança 
de fase, por meio do balanço de energia.
2. Cálculo da nova posição do ponto de origem, “o”, utilizando 
aproximação por série de Taylor de segunda ordem.
3. Cálculo da posição dos demais pontos da interface pelo sistema 
composto por (5.59) e (5.60).
4. Redistribuição dos pontos da malha após a interface.
5. Cálculo das novas métricas e de novo campo de temperaturas após a 
interface.
6. Retorna-se ao passo 1, calculando novos jacobianos, e assim 
sucessivamente até obter a convergência do processo.
M alha  Aiustável
Neste caso a primeira linha da malha após a interface é ajustada de 
tempos em tempos, a fim de ficar paralela a ela. As linhas anteriores à posição 
atual da interface não são ajustadas, ficando aproximadamente paralelas à 
interface quando esta passou por ali. Depois do alinhamento da primeira linha 
da malha após a interface, as demais linhas após esta são redistribuídas de 
forma uniforme no restante do domínio. Portanto, somente as malhas após a 
interface são adaptadas, diminuindo o trabalho computacional.
O alinhamento da malha à posição da interface é feito encontrando-se o 
ângulo de inclinação da interface com relação ao eixo y, por exemplo, e 
fazendo a primeira linha após a interface paralela a ela. Para tal, um dos 
extremos da linha deve ser fixado, denominado ponto “o” na figura 5.7, a 
partir do qual a malha será gerada. Os demais pontos são obtidos a partir deste 
primeiro, fixo, por meio do ângulo conhecido da interface. Com a primeira 
linha após a interface determinada, as demais são obtidas dividindo-se 
igualmente o domínio resultante.
A figura 5.7, a seguir, mostra como é feito o cálculo do ângulo da 
interface.




Fig. 5.7- Cálculo do ângulo da interface
Os ângulos da interface ao norte e ao sul no volume P são dados 
respectivamente por
onde Xf>P, yf>P são as coordenadas do ponto f, que localiza a interface no 
volume P, Xf,N, yf,N e XfjS, yf,s são as coordenadas do ponto f nos volumes N e 
S, respectivamente.
O ângulo médio no volume P, pelo qual a linha leste do volume será 
ajustada, é dado por
Agora, partindo-se de um ponto de origem, ponto “o” na figura 5.7, os demais 




x se —  x ne
y se = y ne+Ay (5.63)
e, lembrando que
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Ax
tg <Pp = — • Ay
(5.64)
Para a determinação dos pontos da linha leste é ainda necessário conhecer a 
função geométrica da malha, ou seja, uma lei de formação que relaciona as 
coordenadas x e y dos pontos da malha.
O valor das coordenadas do ponto f é facilmente determinado a partir 
do valor da coordenada £ da interface, £f, cujo cálculo foi apresentado na 
seção anterior, com o auxílio da figura 5.5. A figura 5.8, a seguir, é coerente 
com aquela e ilustra a determinação das coordenadas de f, a partir do valor de
Sf.
Fig. 5.8- Posição da interface no plano físico
Assim,
_ X n W + X S W  / c  T T 7 ' \
x f,p ------- -------+ xç,p ^f,p  _ ib '
2 (5.65)
_ Ynw + ysw , .. rc rcN 
Yf, P ----------- ---------+  Y4.P ( í f , P
Concluindo, descreve-se a seqüência para determinação da malha 
ajustada à interface.
1. Pelo balanço de energia nos volumes em mudança de fase, obtém-se a 
fração de líquido em cada um deles.
2. Calcula-se a posição da interface a partir do valor da fração de 
líquido, como descrito na seção anterior, obtendo £f, e usa-se (5.65)
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para calcular as coordenadas no plano físico do ponto f  em cada 
volume em mudança de fase.
3. Com a solução convergida, verifica-se o desalinhamento da malha. Se 
o fator de desalinhamento for maior que um valor admissível, a malha 
deve ser ajustada, caso contrário, esta continua fixa.
4. Para o cálculo da nova malha, calculam-se os ângulos da interface, 
como descrito nas equações (5.61) e (5.62).
5. Determinam-se os novos pontos a partir do ponto de origem, “o”, 
usando-se as relações (5.63) e (5.64), além da função geométrica da 
malha.
5.4 - DETALHES DO NOVO MÉTODO
5.4.1- A Discretização dos Termos
No capítulo 4 o novo método para a situação unidimensional foi 
apresentado, mostrando a clara vantagem de se calcular os fluxos de calor nas 
faces dos volumes em mudança de fase com relação à posição da interface. 
Concluiu-se que esta aproximação praticamente elimina as oscilações nas 
curvas de temperatura, e permite um cálculo mais preciso da posição da 
interface.
A generalização do método unidimensional é simplificada considerando- 
se a interface praticamente paralela às linhas Ç=constante. Com a utilização de 
coordenadas generalizadas e malha móvel, não é difícil obter este alinhamento. 
Com esta suposição, pode-se facilmente obter um valor para a coordenada £ na 
interface, Çf, como mostrado na seção 5.3.2.
Como será mostrado na seção a seguir, onde são analisados todos os 
termos do balanço energético no volume em mudança de fase, as derivadas, 
sempre que possível, são aproximadas levando em consideração a posição da 
interface e o fato de sua temperatura Tf, ser igual a zero.
Porém, no caso de se utilizar a malha coincidente com a interface, os 
fluxos de calor nas faces dos volumes em mudança de fase podem ser obtidos 
diretamente das diferenças de temperatura nos centros dos volumes. Neste caso 
a temperatura nos volumes em mudança de fase é realmente o valor de 
referência, nulo, uma vez que neles existe apenas o material que muda de fase 
no intervalo de tempo atual. Assim sendo, utilizam-se as chamadas “diferenças 
centrais simples - d.c.s.” para a discretização dos fluxos no método com a 
malha coincidente com a interface, assim como é feito no método de Voller.
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A equação de conservação da energia em coordenadas generalizadas, 
Eq. (5.26), foi apresentada na seção 5.2.3. Integrando-a num volume 
infinitesimal e no tempo, para obter a discretização em volumes finitos [110], 
obtém-se
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A obtenção dos coeficientes da equação discretizada, utilizando diferenças 
centrais simples para o cálculo dos fluxos nas faces é apresentada no capítulo
6, onde são tratados detalhes a respeito do método numérico utilizado.
A seguir será feita uma análise do uso da equação da energia na forma 
de balanço num volume em mudança de fase. Os métodos novos e o método de 
Voller serão comparados detalhadamente, analisando-se a aproximação e a 
importância de cada termo do balanço.
Posteriormente, na seção 5.4.3 estuda-se como se aplica a condição de 
não escorregamento na interface para o escoamento no líquido, e na seção 
seguinte, 5.4.4, é feita uma análise da discretização das derivadas que 
compõem os fluxos difusivos junto à interface.
5.4.2- Análise do Balanço de Energia num Volume em MDF
Os novos métodos propostos, assim como o método de Voller, não 
utilizam a equação da energia para calcular a temperatura nos volumes em 
mudança de fase. No novo método com malha ajustável, a temperatura no 
centro dos volumes em mudança de fase é obtida por interpolação linear com 
relação aos vizinhos. Já no método com malha coincidente com a interface, 
assim como no método de Voller, a temperatura é feita nula nos volumes em 
mudança de fase.
A equação de conservação da energia integrada no volume e no tempo, 
como apresentada na Eq. (5.66), sugere um balanço de energia para o volume 
em mudança de fase, cujos termos podem ser denominados por:
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FLUE = pÜT -  —  -  c j  —
as 2 an
(5.68)
FLTJW = — T ÖT T ÕTp U T - C í  — - C l  —1 as 2 an w (5.69)
FLUN = ~  T 5 T  T a T  PV T  — C 3 T 7 _ c 2an a^ -in
(5.70)
FLUS = pT aT T arPVT~ c 3 T - - c 2an as (5.71)
ST = B[fp -  fp] AV
Ax
(5.72)
onde o primeiro termo é a variação da energia sensível no volume, os quatro 
seguintes são os fluxos nas faces e o último representa a variação de energia 
latente no volume em mudança de fase.
O balanço de energia no volume em mudança de fase, então, fica.
VAR + FLUE - FLUW + FLUN - FLUS = ST (5.73)
A seguir serão detalhadas as particularidades do balanço de energia nos 
volumes em mudança de fase para os diversos métodos.
Método de Voller
Segundo o trabalho de Voller [89], a correção da fração de líquido é 
dada por
pA,
( 5 . 7 4 )
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Como se está trabalhando com a temperatura como variável dependente, 
reescreve-se esta expressão alterando-se os coeficientes,
Esta correção é obtida da seguinte maneira. Partindo-se da equação da 
energia discretizada, no nível iterativo k, tem-se
Num nível iterativo k+1, a temperatura TP, num volume em mudança de fase
que é correspondente à Eq. (5.75). Na subtração das equações, considerou-se 
que (AnbTNB)k+1 = (AnbTNB)k, o que realmente ocorre, uma vez que os 
coeficientes são constantes e o perfil de temperatura também, pois a 
temperatura no volume em mudança de fase é feita nula.
Agora, substituindo na Eq. (5.78) o valor de (APTP)k da Eq. (5.76), 
conclui-se que a correção pode ser dada a partir do valor do tempo anterior, 
ficando
Pode-se facilmente mostrar que esta correção corresponde ao balanço de 
energia no volume em mudança de fase, ficando
(5.75)
(A pTp)k = ApTp - ( X  A nbTNB)k + B (fP - f P ) (5.76)
deveria ser nula. Então, calcula-se a correção de fp para que isto aconteça. 
Assim,
0 = ApTp -  ( D  A nbTN B )k+1 + B(fp -  f£+1) (5 .77)
Subtraindo a Eq. (577) da Eq. (5.76), obtém-se
fjs+1 = f Pk +  ( A p T p ) k
B
(5.78)
fp+1 -  fp + —[ApTp - ( 2 ] A nbTNB)k ] (5.79)
onde STBk é o resultado do lado esquerdo do balanço no nível iterativo k . ’
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Para o método de Voller, todos os fluxos são calculados por diferenças 
centrais simples, e a temperatura no volume em mudança de fase é feita igual a 
um valor muito pequeno, numericamente, somando um valor muito grande ao 
coeficiente AP para os volumes em que 0<fP<l.
Após a correção da fração de líquido, tem-se um dos três casos 
seguintes:
1. ) 0 < fp+1<l - significando que o volume continua em mudança de 
fase, então, TP=0.
2. ) fp+1<0 - que corresponde, numa solidificação, à interface passando 
para o próximo volume. O método faz, neste caso, fp+1=0.
3. ) fp+1>l - que corresponde, numa solidificação, à interface voltando 
ao volume anterior. O método faz fp+1 = l.
Conclui-se que nos casos 2) e 3) deixa de existir um volume em mudança de 
fase na linha em questão e, conseqüentemente, perde-se a referência de um 
volume com TP=0 nesta linha da malha. A interface pode ficar mais de um 
avanço de tempo “perdida” entre dois volumes de uma linha, um deles 
totalmente sólido e outro totalmente líquido.
Analisando um caso onde todo o domínio continha líquido à 
temperatura de mudança de fase (Tf=0), e ocorre uma solidificação a partir de 
alguma fronteira, verifica-se que a situação descrita anteriormente permite que 
todo o domínio fique a uma temperatura negativa. Do ponto de vista de 
balanço energético, isto significa que foi retirado calor de todo o domínio, 
baixando a sua temperatura. No cômputo global, esta energia espúria possui 
pequena representatividade. Porém, do ponto de vista físico, este resultado 
indicaria que todo o domínio estaria no estado sólido, uma vez que sua 
temperatura ficou inferior à de mudança de fase. Nos métodos propostos neste 
trabalho este tipo de problema não ocorre.
Método com Malha Coincidente com a Interface
Este método se assemelha ao método de Voller, mas a malha móvel 
coincidente com a interface permite que se delimitem exatamente os volume 
em mudança de fase, nos quais a temperatura será nula. Estes volumes 
encontram-se entre linhas da malha que coincidem com a posição da interface 
no instante anterior (FMF°), e a interface no instante atual (FMF).
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O termo-fonte do balanço de energia para estes volumes em mudança de 
fase corresponde à quantidade de energia latente consumida na mudança de 
fase, e é dada por
s t = p ^ a v  (5 81)
J p At
Dessa maneira, o balanço de energia é usado para calcular o novo jacobiano do 
volume em mudança de fase. Lembrando que STBk é o resultado do lado 
esquerdo do balanço de energia, dado pela Eq. (5.73), no nível iterativo k, 
tem-se
J P = T ---------- k ( 5 -8 2 )At STB
Este valor do jacobiano é usado para calcular a posição da interface, ou seja, 
da linha da malha que coincide com ela.
Método com Malha Aiustável
Este método utiliza a equação de conservação da energia nos volumes 
em mudança de fase (mdf) para calcular a correção da fração de líquido no 
volume, como no método de Voller. Difere deste principalmente por não fazer 
TP=0 nos volumes em mdf e por tratar de maneira especial as derivadas junto à 
frente de mdf, levando em consideração a sua posição e o fato de sua 
temperatura ser conhecida.
O valor da temperatura nos volumes em mdf não é obtido pela solução 
da equação da energia, como nos demais volumes. É calculado por interpolação 
linear com relação à posição da interface, podendo ser
a) somente na direção £
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Fig. 5.9- Cálculo da temperatura no ponto em mdf
De acordo com a figura 5.9, tem-se
SeÇf < Ç p = > T p = | £ - | L T
ÊE-Ç f
SeÇf > Ç p ^ T p = | t ^ E - T w
Çf-ÉW
(5.83)
b) nas duas direções
Seíjf < Ç p = > T p = i
Zé
Se5t > Ç p ^ T p = I
Ç p - Ç f T ,T n +Ts-----------  lp H------------
V ^ E -^ f  2 . 
Ç f - Ç p T , tn + ts '----------- lu/ H-----------
VÇf-Çw 2
(5.84)
Estuda-se, a seguir, como são aproximados os termos para o cálculo do 
balanço no volume em mdf O balanço é usado para corrigir a fração de líquido, 
exatamente como feito no método de Voller, na Eq. (5.80), porém, a maneira 
de calcular cada um dos termos é diferente.
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1) VAR - Variação de energia sensível no volume
No método dos volumes finitos, a variável armazenada no centro do 
volume representa um valor médio integrado em todo o volume. No caso da 
temperatura no volume em mdf isto não ocorre, pois utiliza-se um valor 
pontual, interpolado com relação aos vizinhos. Por isso, para o cálculo de 
VAR, necessita-se calcular uma temperatura média integrada no volume, ao 
invés de se usar a temperatura TP, como previsto na Eq. (5.67). 
Semelhantemente ao que se fez para o caso unidimensional, obtém-se o valor 
das temperaturas nas faces, Tw e Te, com relação à posição da interface e às 
temperaturas dos pontos vizinhos, ver Fig. 5.9. Assim,
Então, o volume P é dividido em dois, um antes da interface, outro depois, tal 
que a soma dos inversos dos jacobianos representa o inverso do jacobiano do 
volume todo, como representado na figura 5.10.
(5.85)
Fig. 5.10- Áreas do volume em mdf
Logo,
Ip -  Ivv + Ie (5.86)
A temperatura média em cada um dos subvolumes é dada por
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TT -  w Aw —
— T 
X, = (5.87)
Conclui-se que a temperatura média no volume resulta 
TP = [ l w T w + I e T e ] / I p (5.88)
Agora, considerando o volume “w” sólido e o “e” líquido, pode-se dizer que 
Ie/ I p  = fp e 1 J  Ip = (1-fp), (5.89)
A temperatura média no volume, então, resulta
T n f i ^  I f lp  = ( l - t p ) - -------------- — + tp
w ÇE - 5 f  2
(5.90)
Com esta temperatura, representativa de todo o volume, obtém-se a energia 
sensível contida no mesmo
T  A VEp = p c Tp---- (5.91)
com sua variação dada por
VAR =
rp  rp O
p c i - p - c J L  




A variação da energia sensível, VAR, é sempre negativa numa 
solidificação e positiva numa fusão. Em ambos os casos, verifica-se que a 
inclusão do valor de VAR no balanço de energia é importante para impedir uma 
aceleração numérica da interface, como ocorre no método de Voller, no qual 
este termo é desprezado quando se faz Tp=0 no volume em mdf.
2) FLUW, FLUE - Fluxos de energia nas faces oeste e leste
Estes fluxos são os mais importantes para o deslocamento da interface, 
pois cruzam as faces aproximadamente paralelas a ela. São compostos de fluxo 
convectivo e fluxo difusivo. O fluxo difusivo apresenta duas derivadas, uma 
direta, outra cruzada. A seguir, estuda-se cada uma destas derivadas, usando 
as denominações apresentadas na figura 5.11, que servirá de base para a 
melhor compreensão destas e das demais derivadas estudadas.















Fig. 5.11- Volumes da malha com convenção 
de denominações
A derivada direta —  !
------------------------- ÕZJ w,e
É a mais importante derivada para o movimento da interface quando a malha é 
ortogonal ou pouco não ortogonal (pequenos P).
A sua discretização pode ser feita
a) por diferenças centrais simples, como nos métodos precedentes
ÔT
&
TP -  TiW
w
ÔT (5.93)
b) com relação à interface




A derivada cruzada ÔT
ôrj, w,e
(5.94)
Está associada ao não paralelismo da interface com relação às linhas 
£=constante. Sendo a frente de mudança de fase uma isoterma, caso ela
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estivesse paralela às linhas £=cte e os fluxos fossem predominantemente 
difusivos, as demais linhas Ç=cte próximas à interface seriam também 
isotermas, resultando derivadas cruzadas nulas.







Te,N ~ Te,S 
2Ar\
(5.95)
A avaliação das temperaturas nas faces dos volumes N e S pode ser feita por
a) média simples
T W)n =  ( T n+ T n w ) / 2 ;  T w,s =  ( T s + T s w ) /2  ( 5 .9 6 )
cuja derivada resulta, então,





Tn + tne -  Ts ~ tse 
4Ari
(5.97)
b) interpolação linear considerando a posição da interface
£f,N £w „
W,N — s t  *NW a 
Sf,N "SW
^ e -^ f ,N
Te,N -
^E — ^ f,N 












£f,N £w Tj^ y £f,s -  £w Tg\y 
Uf,N -  £w 2 £f,S -  £w 2 >
£e ~ £f ,N Tne "  £f,S TgE
A t i U e - ^ N  2 ^ E “^f,S 2
(5.98)
(5.99)
3) FLUN, FLUS - Fluxos de energia nas faces norte e sul
Estes fluxos, quando predominantemente difusivos, são secundários 
onde a malha é quase ortogonal (pequenos P => C2~0), no caso da interface 
quase paralela a linha Ç=constante. No caso de não ortogonalidade forte, a boa 
avaliação da derivada cruzada é essencial para prever bem o movimento da
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interface. São também compostos de derivadas diretas e cruzadas nas parcelas 
difusivas, além do termo convectivo.
A derivada direta — )
A importância desta derivada está na suavização da forma da interface. A sua 





T p - T s
Ati
(5.100)
A derivada cruzada 3T
s,n
Este termo contabiliza um fluxo importante quando a malha é não 
ortogonal. Pode ser avaliado por




_  Ts,E Ts,W _  Te  + Tse  -  Tw  -  Tsw  2 AS 4 AS
_  Tn,E ~ Tn,W _  Te  + ^Ng -  Tw  -  Trçw2AS 4AS
(5.101)




£ e  “ €f,s.
(5.102)
e ainda usando média aritmética para calcular as temperaturas nas faces “s” e 





(£f,s £w) (Tsw + Tw) + fée £f,s) (Tse + t e )
,s - ÇE -Çf,s AS
(£f,n £w) (Tnw  + Tw ) + (^e £f,n) (Tne + Tg)
£f,n _ £w ÉE - S f , n ÃS
( 5 . 1 0 3 )
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O valor de Çf avaliado nas faces norte e sul, é obtido por média. Assim 
e £ f , S + Çf,P e £ f , N + £ f , P
$ f f i= — L- Z — —, Çf,n = --------------- (5.104)
Cabe ainda mostrar que para £f,s=£f,n=£p, isto é, quando a interface é paralela a 
£=cte e se encontra no meio do volume, a expressão da Eq. (5.103) recai na 
obtida por diferenças centrais, Eq. (5.101).
5.4.3- A Condição de Contorno na Interface Sólido/Líquido
A solução do escoamento no domínio líquido requer a aplicação de 
condições de contorno nas fronteiras do domínio. Como é sabido, em problema 
com mudança de fase, a cavidade líquida é móvel, sendo delimitada pela 
interface, cuja posição é função da solução do problema em cada tempo. Para 
os métodos de formulação em entalpia, ou métodos de formulação em um 
domínio, como é o caso do método de Voller [89], existe a necessidade de um 
recurso numérico para diferenciar o domínio líquido do sólido, no qual a 
velocidade deve ser nula. Alguns destes métodos para controle da velocidade 
foram apresentados na seção 2.4.
Quando se conhece a posição da interface, como é o caso do novo 
método, por isso chamado “método em um domínio com acompanhamento da 
frente” (“front-tracking  one-domain method”), fica mais fácil a aplicação da 
condição de contorno na interface e a diferenciação entre os dois domínios. 
Neste caso, evita-se a solução das equações do movimento nos volumes no 
estado sólido, o que economiza esforços computacionais.
A condição de contorno para a convecção no líquido é de não 
escorregamento na interface, uma vez que ela representa uma das fronteiras do
domínio. Porém, como a interface se move com uma velocidade V f  = U f i + V f j ,
a condição de contorno impõe que
u), . = uf
s (5.105)
VW  = Vf
Analisa-se a seguir como fica esta condição para os dois tipos de malha
móvel.
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Malha coincidente com a interface
FMF° FMF
Fig. 5.12- Malha coincidente com a interface
Neste caso,
U e = u f x e x e x e x w
At At
(5.106)
„ _ y e-ye _ y e-ywV e - V f = -----------------------
e At At
A velocidade relativa transformada na face leste (interface), que, como 
mostrado na seção 5.3 .1, carrega o fluxo através desta, é dada por
Ue = U e - U M,e (5.38)
com
Ue = y-p,eue - x ri,eve (5.36)
e, como mostrado na seção 5.3.1, para haver conservação da massa com o 
movimento da malha, a velocidade contravariante da malha deve ser calculada 
como
Um = v(l/2)x - x ^ v  u M,e y ^ e  *-T ,e *-r|,e J t .e ( 5 . 4 2 )
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Observando a condição de contorno, Eq. (5.106), observa-se que a velocidade 
na face leste é a própria velocidade da malha, dada por
u e = x x,e (5.107) 
v e ~  Yx.e
Como esperado, o fluxo de massa através da interface é nulo, ou,
Ue =0  (5.108)
o que ocorre se no cálculo da velocidade contravariante,  Eq. (5.36), forem 
usadas as mesmas derivadas médias usadas na velocidade da malha para 
satisfazer a conservação geométrica.
Assim, calcula-se
u c = y f t e ^ e - xTiíe^ ve (5.109)
lembrando que
(1/2) _  y  r|,e +  y r|,e 
y  Tl,e _  9
Z (5.110)
(1/2) _  x r|,e + x r|,e 
xTi,e -  2
Malha Aiustável
No caso da malha se mover de tempos em tempos,  sem a coincidência 
de uma linha coordenada com a interface, não se pode mais afirmar que Uf = 0 . 
Agora a identidade da Eq. (5.107) não é mais válida, e, portanto,  a velocidade 
contravariante relativa deve ser calculada usando as equações. (5.38), (5.42), 
(5.109) e (5.110). Para relacionar as velocidades cartesianas na face do volume 
em mudança de fase com as velocidades na interface, têm-se duas situações, 
representadas na figura 5.13.
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LÍQUIDO SÓLIDO .
iWUWtVMVrtV^ ViNVfiViVriViUi**!** “ ffi
LÍQUIDO SÓLIDO
Ia* metade do volume em MDF 2*- metade do volume em MDF
Fig. 5.13- Posições da interface na malha ajustável
No primeiro caso, a interface se encontra na primeira metade do 
volume, FMFi,  e a velocidade no ponto E, no centro do volume em mudança de 
fase é nula, considerando-se uma fusão da esquerda para a direita. Então,  as 
equações de movimento não são resolvidas neste volume, e as velocidades 
cartesianas na face leste do volume P, a oeste do volume em mudança de fase, 
são aproximadas por interpolação linear, como mostrado a seguir para a 
velocidade u
ue = uf - (5f -Ç e)(uf ~up) 
S f - Ê p
(5f ~ £ e ) u P + u f /2
S f - É P
(5.111)
A velocidade da frente de mudança de fase é obtida simplesmente por
(5.112)
No segundo caso, quando a interface se encontra na segunda metade do 
volume P, passa-se a resolver as equações do movimento neste volume. As 
componentes cartesianas da velocidade na face leste são, então, nulas.
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5.4.4- Fluxos de Quantidade de Movimento Junto à Interface
Semelhante ao que foi feito para a equação da energia, os fluxos de 
quantidade de movimento são discretizados com relação à interface, cuja 
velocidade considera-se conhecida, mas, que na verdade, é função da solução 
do problema.
Os fluxos convectivos são do tipo pU«|)je w ,pV<l))n s , com ou
dependendo se é a equação do movimento em x ou em y, respectivamente,  que 
está sendo resolvida. A condição na interface, t ratada na seção anterior, deve 
ser aplicada na aproximação do fluxo convectivo na interface.
Os fluxos difusivos apresentam derivadas diretas, do tipo
e,w n,s
, e derivadas cruzadas do tipo —  , que devem ser convenientemente
^ K , s  ^ e , w
aproximadas, levando em consideração a existência da interface. A seguir 
analisa-se como proceder para os dois tipos de malha móvel.
Malha coincidente com a interface
Como visto na seção anterior, não existe fluxo convectivo através da 
interface, pois Ue =0.  Considerando os valores <t>e conhecidos, Eq. (5.106), as 












^e.N + ^e.P <|>p + <t>N + ^NW + _J_
V 2 4 )  AÇ
^e.S + ^e.P <l>p + <|>s + ^ SW +
V 2 4 J Al;
(5.115)
(5.116)
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As demais derivadas podem ser aproximadas por diferenças centrais 
simples, como apresentado no capítulo 6 . Com estas expressões obtêm-se os 
coeficientes das equações do movimento para os volumes em mudança de fase.
Malha Aiustável
Como exposto na seção anterior, existem duas situações a serem 
consideradas.  Na primeira, a interface se encontra na primeira metade do 
volume em mudança de fase, e na outra, a interface está na segunda metade do 
volume, como mostrado na figura 5.14, na qual são apresentadas as convenções 
para os pontos envolvidos nos cálculos.
Fig. 5.14- Posição da interface na malha ajustável
- Convenções
Quando a interface se encontra na primeira metade do volume em 
mudança de fase (volume E, conforme a figura 5.14), não se resolvem as 
equações de movimento neste volume, pois a maior parte do volume se 
encontra no estado sólido. Porém, na solução das equações do movimento para 
o volume vizinho, utiliza-se a informação da posição e da velocidade da 
interface. Assim sendo, as derivadas podem ser aproximadas por
õ J .
<t>f — 4>p 
Ê f -Ç p
( 5 . 1 1 7 )
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9^1 <l>e,N — <t>e,S
õr\J 2Ar(
(5.118)
com as velocidades na face leste, <j>e, obtidas por interpolação linear, levando 










*|)p +<I>W +<t»N +<t»NW
'w,n (5.121)
De maneira similar, 
3^  ^ f .s  _ (5.122)
w
No caso da interface passar pela metade do volume, passa-se a resolver 
as equações do movimento para este volume, P, como representado na figura 
5.14. As velocidades cartesianas na face leste, <J>e, são nulas por estarem no 
estado sólido, e as derivadas que compõem os fluxos difusivos são 
aproximadas usando as mesmas expressões apresentadas para o primeiro caso, 
Eqs. (5.117-5.122).
C A PÍT ULO  6 
P I S C R E T I Z A C Ã O  EM V O LU M ES  FIN IT OS
6 .1 -  L O C A L I Z A Ç Ã O  DAS VA R IÁ V EI S  NA MALHA
As duas  m an e i r a s  bá s i ca s  de d i spo r  as va r i á ve i s  d e p e n d e n t e s  
na ma lha  são a d e s e n c o n t r a d a  e a c o lo c a l i z a d a  [110] .  A Fig.  6.1 
m o s t r a  como  f i cam e s t e s  a r r a n j o s  pa r a  um po n to  P da malha  no 
p l ano  t r a n s f o r m a d o .  Não  se deve  e sq u e c e r  que,  como r e s s a l t a d o  no 
c a p í t u l o  5, t o d o s  os t r a b a l h o s  nu m ér i c o s  s e r ão  r e a l i z a d o s  no p l ano  
t r a n s f o r m a d o
Fig.  6.1 - Ar r a n j o s  d e s e n c o n t r a d o  e c o lo c a l i z a d o  
das  va r i á ve i s  na malha
O a r r a n j o  d e s e n c o n t r a d o  pos su i  t r ê s  vo lu mes  e l e m e n t a r e s  
r e l a t i v o s  ao p o n t o  P,  um pa ra  v e lo c id a d e  u, o u t r o  pa r a  v e l o c i d a d e  
v, e o vo l um e  c e n t r a d o  no po n t o  P pa r a  as dema is  v a r i á v e i s  do 
p r o b l e m a ,  como  p r e s sã o ,  t e m p e r a t u r a ,  en t a lp i a .  A p r i nc i pa l  
v a n t a g e m  de s t e  a r r a n jo  é que as v e lo c id a d e s  a p a r ec em  nas  f a ces  do 
v o l um e  de c o n t r o l e  e l e me n ta r ,  e x a t a m e n t e  onde  são n e c e s s á r i a s  pa r a  
os b a l a n ç o s  c o n v e c t i v o s  e t ambém e s t an d o  r e l a c i o n a d a s  ao 
g r a d i e n t e  de p r e s s ã o  en t r e  doi s  po n t o s  v i z inhos .  Po ré m ,  a u t i l i z a ç ã o  
de t r ê s  vo lu m e s  d e s e n c o n t r a d o s  t r a z  uma sé r i e  de d i f i c u ld a d e s  
a d i c io n a i s  ao c ó d ig o  c o m p u t a c i o n a l  p r o p r i a m e n t e  d i to  e a u m e n ta
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so b r e m a n e i r a  o nú mero  de c o e f i c i e n t e s  a a rm a ze na r ,  t o r n a n d o - s e  
e sp e c i a l m e n t e  i n c o n v e n i e n t e  em so l u ç õ es  t r i d i m e n s io n a i s .
N e s t e  t r a b a lh o  u t i l i z a - s e  o a r r a n j o  c o l o c a l i z a d o ,  poi s  se 
a c r e d i t a  ser  es t e  o mais  a tua l  de v ido  ao a d v e n t o  de m e t o d o l o g i a s  
n u m é r i c a s  e f i c i e n t e s  g a r a n t i n d o  o seu bom d e se m p e nh o  em 
p ro b l e m a s  c o m p r e s s í v e i s  e i n c o m p re s s í v e i s  . Após  o t r ab a lh o  de 
Pe r i c  et al. [ 119 ] ,  uma sé r i e  de e s t u d o s  fo r am f e i t o s  [ 1 1 0 ,1 2 0 , 1 2 1 ]  
a té  se c h eg a r  a uma m e t o d o l o g i a  nu m ér i c a  co n f i áve l  pa r a  u t i l i z a çã o  
de malha  c o l o c a l i z a d a  em p ro b l em as  i n c o m p r e s s í v e i s  pa r a  os qua i s  é 
i m p e r a t i v o  o c o n v e n i e n t e  a c o p l a m e n t o  e n t r e  p r e s sã o  e ve loc ida de .  
E s t e  t r a b a lh o  vai  se ba sea r  t o t a l m e n t e  ne s t a  m e t o d o l o g i a  
d e s e n v o l v i d a  po r  March i  e Ma l i ska  [121] ,
6 . 2 -  D I S C R E T I Z A Ç A O  DAS E Q U A Ç Õ E S
O m é t o d o  dos  vo lu mes  f i n i t o s  se b a se i a  na i n t e g r a ç ã o  das 
e q u a ç õ e s  de c o n s e r v a ç ã o  nos  vo lu me s  e l e m e n t a r e s .  Ass im,  o m é to do  
g a r a n t e  a c o n s e r v a ç ã o  das  p r o p r i e d a d e s  a nível  dos  vo lumes  
e l e m e n t a r e s ,  q u a lq u e r  que  seja  o t am an ho  de s te .  E s t a  é uma 
i m p o r t a n t e  c a r a c t e r í s t i c a  do m é t o d o ,  e s t an d o  d i r e t a m e n t e  l igado  à 
f í s i ca  do p r ob l ema .
M a t e m a t i c a m e n t e ,  o m é t o d o  dos  v o l um es  f i n i t o s  nada  mais  é 
que  um m é t o d o  de r e s í d u o s  p o n d e r a d o s  com a função  peso  igual  à 
u n i d ad e  [122] ,  Vá r io s  o u t r o s  m é t o d o s  de d i s c r e t i z a ç ã o  o r i g in a m -s e  
do m é t o d o  de r e s í d u o s  p o n d e r a d o s ,  po r ém ,  com d i f e r e n t e s  va lo r e s  
da fu nção  peso .  A fu nção  pe so  i gua l  à un i d a d e  é p a r t i c u l a r m e n t e  
i n t e r e s s a n t e  po i s  l eva  a e q u a ç õ e s  d i s c r e t a s  que  são b a l a n ç o s  de 
c o n s e r v a ç ã o  sob re  os v o l u m e s  e l e m e n t a r e s .
P a r t i n d o  da e q u aç ão  de c o n s e r v a ç ã o  ge ra l  pa r a  uma va r i áve l  
ge n é r i c a ,  <|>, t r a n s f o r m a d a  pa r a  as c o o r d e n a d a s  g e n e r a l i z a d a s ,  
E q . ( 5 . 1 2 ) ,  e t r a n s c r i t a  aba ixo ,  o b t é m - s e  a e q u a ç ã o  gera l  
d i s c r e t i z a d a  po r  meio da i n t e g r a ç ã o  dos  t e rm o s  no vo lume  
e l e m e n t a r  e no t em p o ,  co n fo r m e  se rá  fe i t o  a segu i r .  A eq ua ç ão  





+ -— ( p ü o ) + — (pva>) = — +A Í Cf — +c?— l+s® 
d r i l  drç ô ^J
( 5 . 1 2 )
onde  as c o m p o n e n t e s  c o n t r a v a r i a n t e s  de v e t o r  v e l o c i d a d e  r e l a t i va  
são da das  por
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U = yíl( u - x T) - x t, ( v - y T) (5 .1 3 )
V = x ^ ( v - y T) - y ^ ( u - x T) (5 .1 4 )
e os c o e f i c i e n t e s  de t r a n s p o r t e  t r a n s f o r m a d o s  f icam
C f = r ® J a  (5 .15 )
( 5 . 16 )
C f = r ® J y ,  ( 5 . 1 7 )
onde  J  é o j a c o b i a n o  da t r a n s f o r m a ç ã o  e a , P , y  são as c o m p o n e n t e s  
















Fig.  6 .2  - Vo lume  de c o n t r o l e  e l e m e n ta r  no p l ano 
t r a n s f o r m a d o
I n t e g r a n d o  cada  t e r m o  no vo lume  e l e m e n ta r  r e l a t i v o  ao po n to  
P,  c o n fo r m e  m o s t r a d o  na Fig.  6 . 2 ,  e no t em p o ,  o b t é m - se  .
- t e rm o  t r a n s i e n t e
Jí
V T ÕX V J




_____ n ^ P
n+l Jp Ati ( 6 . 1)
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- t e r m o s  c o n v e c t i v o s
V T
- t e r m o s  d i fu s iv o s
f  (pU<t>) d£ dri dx = (pU<J>)“^  -  (pU4>) “ +9 Ari At
V t L J
J {-^(pVít») d£, dr| dx = -  (pV(j))"+0 At, Ax ( 6 .2 )
( 6 . 3 )
ond e  “ 0 “ é um p a r â m e t r o  r e l a t i v o  à ev o lu ção  t e m p o r a l  da so lu ção ,  
p o d e n d o  v a r i a r  en t r e  0  e 1 , com os e x t r e m o s  c a r a c t e r i z a n d o ,  
r e s p e c t i v a m e n t e ,  f o r m u la ç ã o  exp l í c i t a  e t o t a l m e n t e  imp l í c i t a .  O 
s u p e r í n d i c e  “ n ” c o r r e s p o n d e  ao t em po  da so luç ão .  Ass im,  “ n + 1 ” se 
r e f e r e  ao t em p o  t + At,  e n q u a n t o  que “ n” diz r e s p e i t o  ao t empo  t.
P a r a  ava l i a r  o va lo r  da va r i áve l  e suas  d e r i v a d a s  nas  faces ,  
s e r á  u t i l i z a d o  o e sq u em a  WUDS ( W e ig h te d  U p s ír ea m  D i f f e r e n c i n g  
S c h e m e )  [ 125 ] ,  que l eva  em c o n s i d e r a ç ã o  a i m p o r t â n c i a  r e l a t i v a  
e n t r e  os p r o c e s s o s  c o n v e c t i v o s  e d i fu s ivos  nas f a ces  dos  vo lu me  de
c o n t r o l e .  I s t o  é f e i t o  a t r a vé s  de p a r â m e t r o s  ã  e 3» cujas  
e x p r e s s õ e s  fo r am o b t i d a s  da so lução  de um p r o b l e m a  c o n v e c t i v o -  
d i fu s iv o  un i d im e n s i o n a l ,  s endo  av a l i ados  em cada  face .  E x p r e s s õ e s
p a ra  ã  e (3 são da das  em [125 ] ,  e r e p r o d u z i d a s  a s egu i r
o n de  “ r ” é o núm ero  de Pe c l e t  da malha ,  dado  pe l a  r e l a ç ã o  en t re  
f l u xo s  c o n v e c t i v o  e d i fu s ivo ,  c on fo r m e  a e x p re s s ã o  aba ixo
a  =
1 0 + 2 r 2 ’
1 + 0,005 r 2
l + 0,05r2
(6 .4 )
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( 6 . 5 )
A fu nção  de i n t e r p o l a ç ã o  pa r a  ava l i a r  o va lo r  de <|> e suas 
d e r i v a d a s  nas  f aces  é ta l  que  r eca i  em d i f e r e nç a s  c en t r a i s  quando  o
p r o b l e m a  é d i fu s ivo  d o m in a n t e  ( ã  = 0  e P = l )  e r eca i  no e squema  
p a r a  f r en t e  ( " u p w i n d ") qu an do  for  c o n v e c t i v o  d om in a n t e  ( ã  = 0,5 e 
P — 0).  Ass im t e m - s e  pa r a  <f>
P a r a  d e r i v a d a s  c r u z a d a s ,  u s a n d o - s e  um e sq uem a  de d i f e r en ças  
c e n t r a i s ,  t em - se
- ( l / 2  +  a e ) < j > p + ( l / 2 - a e )(j>E ,
<t> w = ( l / 2 + c c w ) < | ) w + ( l / 2  — ct\v)(j>p, ( 6 .6 )
<J)n — ( l / 2  + ctn)<|)p + ( l / 2  a n)(j)N ,
♦ s = ( l / 2  + ã s ) * s + ( l / 2 - ã s» p ,
e pa r a  suas  d e r i v a d a s  d i r e t a s
77 <t>E _<t>P ôty) 77 ~<t>w
(6 .7 )
< #) _  <1>NE +(t>N -<1>SE -^S  
õr\Je 4 Ati
( 6 .8 )
S u b s t i t u i n d o - s e  as e x p r e s s õ e s  das  E q s . ( 6 . 6 ) a ( 6 . 8 ) nos 
t e r m o s  d i s c r e t i z a d o s ,  d ad os  nas E q s . ( 6 . 1 )  a ( 6 . 3 ) ,  c h e g a - s e  à 
e q u a ç ã o  a p ro x i m a d a ,  r e p r e s e n t a d a  aba ixo .
DISCRETIZAÇÂO EM VOLUMES FINITOS -121
4>P+1 A ^  , a * o. n+0 a x n+0 , a j. n+0 , A x n+0 , A x n+0 , pp ——— —— + Ap <J>p = A e jpg + A w <pw + A n «pjyf + A S((>S +
Jp At
o n d e
c o m
•A-ne^NE +  A nw <t>NW + A se ^SE9 + A s w (l>SW + P p  j n  + ]AV
( 6 . 9 )
Ap — Ag + A w + A n + A s
A e = - M e ( l /  2 - a e) +  PgDe + D e
A w — M w (1 /  2 — a w ) + PWD W + D W
. *
A n - ~ M n(1 / 2 ^ a n) + PnD n + D n
A s = - M s( l / 2 - a s) + PsDs + D S (6 .1 0 )
A — D*^ne  ~ ^ne
A -  D* ^nw ~ ^nw
A — D* ^sc ~ ^se
A — D*^sw ^sw
Me =(pU)”+eAii 
Mw = (p O)"+°A t| 
M „ = ( p V ) " ^  
M s =(pV)**®^
De = C * eAT!/A5
Dw =c}>wAr,/âÇ 
D„ = c | nAÇ/ATl 
D,  = C ^ / A t i
( 6 .11 )
( 6 . 12 )
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D Í = ( c 1 , , - C ^ ) / 4 = - d ;
D^ = ( c t - c l w) / 4  = -D;
D n e = ( c t +CU /4
.  / * i \  <6  13> D s e = - ( c t + C * s) / 4
D ; w = - ( c l „ + C * n) /4
D » = ( 4 w + C * s) / 4
A n o t a ç ã o  L[ ] r e p r e s e n t a  a a p ro x i m a ç ã o  n u m ér i ca  do t e rm o  de n t ro  
dos  c o l c h e t e s .
A E q . ( 6 . 9 )  é ge r a l ,  p od e nd o  ser  r e s o l v i d a  e x p l i c i t a m e n t e  ou 
i m p l i c i t a m e n t e  com r e l a çã o  ao t em po ,  v a r i a n d o - s e  o va lo r  de 0 
e n t r e  z e ro  e a un idade .  N e s t e  t r a b a lh o ,  o p t a - s e  pe l a  so l ução  
t o t a l m e n t e  imp l í c i t a ,  com 0=1.  A e q u aç ão ,  en t ão ,  f ica
AP <|>p = + AP + l [§<*>]aV ( 6 .1 4 )
N e s t a  nova  n o t a ç ã o ,  t o d a s  as va r i á ve i s  são a v a l i a d a s  no i n s t a n t e  de 
t em po  a tua l ,  t + A t ,  e n qu an t o  apenas  os t e rm o s  que  a p r e s e n t a m  o 
s u p e r s c r i t o  "o" se r e f e r em  ao i n s t an t e  de t em po  a n t e r i o r ,  t. 
O su b í nd i ce  "nb" ou "NB" se r e f e r e  aos  o i to  p o n t o s  v i z inhos  ao 
p o n t o  P,  r e l a t i v o s  às f aces  e aos  c en t r o s  de vo lu m e s  de c o n t r o l e ,  
r e s p e c t i v a m e n t e .  Ass im,
2 ( Anb <t>NB)P = Ae^E + Aw<t>W + A n<l)N + A s<i>S + 1C.(6 .1 5 )
+ Ane(t>NE + A nw(l)NW + ^-se^SE + Asw<!>SW 
Os c o e f i c i e n t e s  Ap e Ap são dados  por
P p  A V  *
A p  - - — —  +  A P: 
J p  Ax
A„ PP AV 
Jg Ax
(6 . 16 )
É i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  que  u t i l i z a n d o - s e  o a r r an j o  
c o l o c a l i z a d o  de v a r i á ve i s  t em -s e  o mesmo vo l um e  de c o n t r o l e  para  
t o d a s  as va r i áve i s .  I s t o  faz com que os c o e f i c i e n t e s  das  e q u a ç õ e s  de 
c o n s e r v a ç ã o  da q u a n t i d a d e  de mov ime n to  pa r a  u e v s e j am iguais .
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Além d i s t o ,  os f l uxos  de massa  M e as m é t r i c a s  que  en t r am no 
cá l cu lo  dos  c o e f i c i e n t e s  são i gua i s ,  não i m p o r t a  qual  a va r i áve l  em 
q u e s t ã o .
6 . 3 -  A C O P L A M E N T O  P R E S S Ã O - V E L O C I D A D E
Em e s c o a m e n t o s  c o m p r e s s í v e i s  em que a m as sa  e s pec í f i c a  
va r i a  c o n s i d e r a v e l m e n t e  no domín io ,  em função  da p r e s s ã o  e da 
t e m p e r a t u r a ,  uma  e q u a ç ã o  de e s t ad o  r e l a c i o n a n d o  e s t as  t r ês  
v a r i á v e i s  s e rve  de e q u a ç ã o  e v o l u t i v a  pa r a  a p r e s s ã o ,  e n qu an to  a 
e q u a ç ã o  de c o n s e r v a ç ã o  da massa  o é pa r a  a mas sa  e spec í f ic a .  
Po ré m ,  em e s c o a m e n t o s  i n c o m p r e s s í v e i s  onde  a m as sa  e sp ec í f i c a  é 
c o n s t a n t e  ou f unç ão  ap enas  da t e m p e r a t u r a  não ex i s t e  uma e qu açã o  
na tu r a l  pa r a  o avanç o  da p r e s sã o .  N e s t e  c a so ,  a p r e s s ã o  somen te  
a p a r e c e  na fo rm a  de g r a d i e n t e s  nas  e q u a ç õ e s  do mo v im e n t o  e a 
e q u a ç ã o  de c o n s e r v a ç ã o  da massa  t o r n a - s e  apenas  uma r e s t r i ç ã o  a 
ser  o b e d e c i d a  pe lo  cam po  de v e lo c id a d e s .  Ass im,  o a co p l am en t o  
en t r e  a p r e s s ã o  e a v e l o c i d a d e  t o r n a - s e  mu i to  f o r t e  e i m p o r t a n t e  
p a r a  a c o r r e t a  so l u ç ão  do p r ob l ema .  V á r i o s  m é t o d o s  fo r am c r i ad os  
p a r a  t r a t a r  c o n v e n i e n t e m e n t e  es t e  a c o p l a m e n t o ,  de f o r m a  a c a l c u l a r  
um campo  de p r e s s ã o  que ,  qu an do  i n se r i do  nas  e q u a ç õ e s  de 
m ov im e n to ,  o r i g in e m  um campo  de v e l o c i d a d e s  que  s a t i s f aç a  a 
e q u a ç ã o  de c o n s e r v a ç ã o  da massa .  T o d o s  e les  u t i l i z a m  o p r i nc íp io  
de t r a n s f o r m a r  a e q u a ç ã o  de c o n s e r v a ç ã o  da massa  numa  eq u aç ão  
e v o lu t i v a  pa r a  p r e s sã o .
E s t e  a s s u n t o  é v a s t a m e n t e  d i s c u t i d o  em [110 ] ,  s endo  que  es t e  
t r a b a lh o  se r e s t r i n g i r á  a d e s c r e v e r  o m é t od o  S IM PL EC ,  
d e s e n v o l v i d o  po r  Van D o o r m a a l  e Ra i t hb y  em [123]  e e s co lh id o  
pa r a  ser  u t i l i z a d o  no t r a t a m e n t o  do a c o p l a m e n t o  p r e s s ã o -  
v e lo c id a d e ,  s empre  que  ne ce s s á r i o .
6 . 3 . 1 -  A v a l i a ç ã o  d a s  V e l o c i d a d e s  na s  F a c e s
Sempre  se u t i l i zo u  o a rm a z e n a m e n t o  d e s e n c o n t r a d o  das  
v a r i á v e i s  na malha  com a f i na l i da de  de p r o m o v e r  a e s t a b i l i d a d e  do 
a c o p l a m e n t o  p r e s s ã o - v e l o c i d a d e ,  po is ,  ne s t e  a r r a n jo ,  as v e lo c id a d e s  
f i cam su j e i t a s  aos  g r a d i e n t e s  de p r e s s ã o  dos  p o n t o s  v i z in hos  mais  
p ró x i m o s .  Po ré m ,  como r e s s a l t a d o  na seção  6 .1 ,  a u t i l i z a ç ã o  de 
a r r a n j o  d e s e n c o n t r a d o  é i n c o n v e n i e n t e  do p o n t o  de v i s t a  
c o m p u t a c i o n a l ,  p r i n c i p a l m e n t e  em p r o b l e m a s  t r i d i m en s io n a i s .
Qu a nd o  se u t i l i z a  o a r m a z e n a m e n t o  c o l o c a l i z a d o  das 
va r i á v e i s ,  é n e c e s s á r i o  ava l i a r  o va lo r  das  v e l o c i d a d e s  nas  f aces  do 
v o l um e  de c o n t r o l e .  E s t a  a va l i a ç ão  deve  ser  f e i t a  r e l a c i o n a n d o  as
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v e l o c i d a d e s  e os g r a d i e n t e s  de p r e s sã o  de forma  s e m e l ha n t e  à 
o b t i d a  pa r a  o a r r a n j o  d e s e n c o n t r a d o .  Ex i s t em  d i ve r s a s  mane i r a s  
p o s s í v e i s  de f a z ê - l o ,  o que  deu o r i gem a vá r i o s  m é t o d o s  d i f e r en t e s .
Uma p r i m e i r a  f o rma  de ava l i a r  o va lo r  das ve lo c id a d e s  
c a r t e s i a n a s  nas  f a ces  foi  p r o p o s t a  por  Pe r i c  et al. [ 119]  como uma 
i n t e r p o l a ç ã o  l i nea r  en t r e  as v e lo c id a d e s  v i z inhas ,  d e s c o n s i d e r a n d o  
seus  t e r m o s  de g r a d i e n t e  de p r e s sã o  e u san do  o g r a d i e n t e  de 
p r e s s ã o  r e l a t i v o  aos  p o n t o s  mais  p r óx imos .  Porém,  foi  d e m o n s t r a d o  
po r  M a j u m d a r ,  S. [ 124]  que  e s ta  a p ro x i m a ç ã o  a p r e s e n t a  p r ob l em as .  
Q u a nd o  u t i l i z a d a  sem um p a râ m e t r o  de s ub r e l a xa çã o  c o n v e n i e n t e ,  a 
s o l u ç ã o  em r eg im e  p e rm a n e n t e  f ica  d e p e n d e n t e  do i n t e r v a l o  de 
av an ço  no t em p o  u t i l i z a d o .  Em [120]  March i  et al. a p r e s e n t a m  um 
novo  e s q u e m a  que  supe ra  es t e  p r ob l em a ,  c o n v e r g i n d o  pa r a  uma 
ún i ca  so l u ç ão  em r eg ime  p e rm a n e n t e ,  i n d e p e n d e n t e  do i n t e r v a l o  de 
t e m p o  u t i l i z a d o .  E s t e  se rá  o e sq uem a  u t i l i z a d o  ne s t e  t r a b a lh o ,  
s endo  a p r e s e n t a d o  a s egu i r  na ava l i a ç ão  do va lo r  da v e l o c i d a d e  u na 
f ace  l e s t e ,  como  um exemplo .
A e q u a ç ã o  de mo v im en to  d i s c r e t i z a d a  na fo rma  da E q . ( 6 . 1 4 ) ,  
pa r a  a v e l o c i d a d e  u no po n to  P,  f ica,
A P p uP -  ^  (Anj, u n b ) p  +  A p up +  l|s íu jAV -  l jp u AV, (6 . 1 7 )
l e m b r a n d o  que  o t e r m o  pode  ser  e s c r i t o  como a soma  en t r e  o
g r a d i e n t e  de p r e s s ã o  e o t e r m o  fon t e  a s s oc i a do  à va r i á v e l  <|> da 
s e g u i n t e  forma:
= -P'*’ + ST^ . ( 6 . 1 8 )  
A g o r a ,  f a z en do
Bp = ApUp +L[SÍU]AV ( 6 .1 9 )  
a E q . ( 6 . 1 7 ) ,  e s c r i t a  em uma fo rma  c o m p a c t a ,  f ica
A p , p U p = £ ( A n b U N B ) p + B g - L [ p " ] p AV (6  2 0 )
A n a l o g a m e n t e ,  a e q u a ç ã o  pa r a  v e lo c id a d e  u no pon to  v i z i nh o  E f ica
AP,EUE = 2 ( AnbuNB)E + b E “ L[p U]e AV (6 21)
O e s q u e m a  u t i l i z a d o  foi  p r o p o s t o  por  March i  e M a l i s k a  [12 0 ] ,  e 
e s t a b e l e c e  que
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AP,e ue = [ S ( AnbuNB)p +BP + 2 ( AnbuNB)E + BE| / 2 - l j p uj^AV (6 .2 2 )
com
(6 .2 3 )
e L Pu , na E q . ( 6 . 2 2 ) ,  av a l i ado  na fase  l e s t e ,  f ica
e
( 6 . 2 4 )
P r o c e d e n d o  de fo rma  s imi l ar ,  o b t é m - se  uma e x p r e s s ã o  s e me lhan t e  
p a r a  v e l o c i d a d e  v, ava l i ad a  na face  l es t e ,
AP,e ve = [ S ( A nb vNb)p +BP + 2 ( AnbvNB)E + BEJ / 2 - l j p v ]^AV ( 6 . 2 5 )
D e v e - s e  n o t a r  que ,  como o vo lume  de c o n t r o l e  é o mesmo  para  
t o d a s  as v a r i á ve i s  no a r r a n j o  c o l o c a l i z a d o ,  t em - se  A p = A p ,  ou seja ,  
os  c o e f i c i e n t e s  são i gua i s  nas e q u a ç õ e s  de mo v im en to .
aos  v a lo r e s  médio s  das v e lo c id a d e s  u e v na face  l es te ,  
r e s p e c t i v a m e n t e .
Com i sso ,  pa ra  ava l i a r  a v e lo c id a d e  r e l a t i v a  t r a n s f o r m a d a ,  
méd i a ,  na face  l e s te ,  Ue , ba s t a  i n t r o d u z i r  as E q s . ( 6 . 2 2 )  e ( 6 . 2 5 )  na 
e x p re s s ã o
com a v e lo c id a d e  da malha  U m, av a l i ado  na face  l e s t e ,  como 
a p r e s e n t a d o  na seção  5 .3 .1 ,  Eq.  ( 5 . 4 2 ) ,
P a r a  as o u t r a s  f aces  do vo lume  de c o n t r o l e ,  o p r o c e d i m e n t o  é 
t o t a l m e n t e  a n á l og o ,  sendo  d e s n e c e s s á r i o  m o s t r á - l o  aqui .
com L Pv , na E q . ( 6 . 2 5 ) ,  av a l i ado  na face  l e s t e ,  é dado  por
e
( 6 . 2 6 )
É i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  que os v a lo r e s  u e e v e c o r r e s p o n d e m
(6 .2 7 )
(6 .2 8 )
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6 . 3 . 2 -  C o r re çã o  das  V e l o c i d a d e s
Como r e s s a l t a d o  no i níc io  da seção  6 .3 ,  o m é t o do  u t i l i z a do  
pa r a  t r a t a m e n t o  do a c o p l a m e n t o  p r e s s ã o - v e l o c i d a d e  ne s t e  t r ab a lh o  
s e r á  o S I M PL EC  [123 ] ,  T o d o s  os m é t o d o s  de s t a  c la s se  u t i l i z am o 
a r t i f í c i o  de c o r r i g i r  um campo  de v e l o c i d a d e s  e s t im ad o ,  com 
r e l a ç ã o  à c o r r e ç ã o  do campo  de p r e s sã o ,  da s eg u i n t e  mane i r a :
onde  o í ndi ce  se r e f e r e  a v a lo r e s  e s t im a d o s  ou c o n h e c i d o s  da
i t e r a ç ã o  a n t e r i o r  e o í nd i ce  se r e f e r e  à c o r r e ç ã o  a ser  ap l i cada .  
Os d i v e r s o s  m é t o d o s  d i f e r em na fo rma  de c o r r i g i r  os va lo r e s  
e s t im a d o s  ou c o n h e c i d o s  da i t e r a ç ã o  an t e r i o r .
No m é t o d o  S IMPL EC e s t a  c o r r e ç ã o  é dad a  pa r a  as 
v e l o c i d a d e s  no da i s  por
Qu a nd o  se u t i l i z a  o a r r an j o  c o l o c a l i z a d o ,  a c o r r e ç ã o  das 
v e l o c i d a d e s  méd i a s  nas f a ces  é f e i t a  como ,  po r  exemp lo ,  pa r a  a face 
l es te
u = u* + u 1
V =  v *  +  v '  
p = p* + p
(6 .2 9 )
(6 .3 0 )
com
(6 .3 1 )
(6 .3 2 )
com
j d P + d E 
u e -  0 ( 6 . 3 3 )
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Com as E q s . ( 6 . 3 2 )  na E q . ( 6 . 2 7 )  p o d e - s e  c a l c u l a r  a c o r r e ç ã o  pa r a  as 
c o m p o n e n t e s  c o n t r a v a r i a n t e s  da ve lo c id a d e  r e l a t i va .  T om a nd o  Ue 
como  ex em p lo ,  t em -s e
Ue = U e - d e > . ) e t ' 1 e - K ) e Lh i AV ( 6 . 34 )
S u b s t i t u i n d o  os v a lo r e s  a p r o x i m a d o s  dos  g r a d i e n t e s  de p r e s sã o ,  
d a d o s  nas  E q s . ( 6 . 2 4 )  e ( 6 . 2 6 ) ,  e l em br an d o  que a g o ra  se t r a t a  do 
cam po  de c o r r e ç ã o  de p r e s s ã o ,  P' ,  ob t é m -se
Ue = U e - d e a . PÉ -  PP o PN + PNE ~ PS ~  PSE- P 4àt]
AV ( 6 . 3 5 )
As dema i s  e x p r e s s õ e s  pa r a  c o r r e ç ã o  das c o m p o n e n t e s  das 
v e l o c i d a d e s  r e l a t i v a s  nas  o u t r a s  f aces  são o b t i d a s  de mane i r a  
s imi la r .
6 . 3 . 3 -  O b t e n ç ã o  d a  E q u a ç ã o  p a r a  a P r e s s ã o
C o n f o r m e  r e s s a l t a d o  no in íc io  da seção  6 .3 ,  os m é t o d o s  de 
t r a t a m e n t o  do a c o p l a m e n t o  p r e s s ã o - v e l o c i d a d e  t r a n s f o r m a m  a 
e q u a ç ã o  da c o n s e r v a ç ã o  da massa  numa eq u aç ão  e v o l u t i v a  pa r a  a 
p r e s s ã o .  A e q u a ç ã o  da c o n s e r v a ç ã o  da massa  d i s c r e t i z a d a  em 
v o l u m e s  f i n i t o s  t o m a  a f o rma  
f  \  op pp AV . .— + Me - M w + Mn - M s =0  (6 .3 6 )
U p  JpJ Ax
com os v a l o r e s  de M nas faces ,  dados  nas E q s . ( 6 . 1 1 ) .  I n t r o d u z i n d o  
as e x p r e s s õ e s  de c o r r e ç ã o  das  v e lo c id a d e s  r e l a t i v a s  t r a n s f o r m a d a s  
nas  f a ce s ,  E q . ( 6 . 3 5 )  e suas  s im i l a r es ,  o b t é m - se  uma  eq u aç ão  
e v o l u t i v a  p a r a  o c ampo de p r e s s ã o  de c o r r e ç ã o  P'  da fo rma
aP pP = S ( anbpNB)p + b P ( 6 . 3 7 )
com
2  (anb PNb ) p  “  ae PÉ + aw PW + an PN + as PS + 
+ a ne PNE + anw PNW + a se PSE + a sw PSW
( 6 . 3 8 )
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aP — 2 ( a nb)p — P e ^ e ^ e Arl "^Pw^ w^ wAti ~*~
+ Pnd nYnAÇ2 +PsdsYsAÇ2
( 6 . 3 9 )
1 Pn 6cae = Pedea eÀr| -pnd„ —  AV + psds-f-AV
4 4
aw =Pwdwa wA^ 2 +Pndn ^ LAV- P s ds ^ j AV
a n ~  P nd nYnA£ P e d e . AV +  p w d w4
^ A V
(6 .4 0 a )
a s —P sd sYsA£ +  P e d e A A^  Pw^w „4 4
a ne = - p e d e ^ f - A V - p nd n ^ LAV 
4 4
a nw = P w d w ^ LA V + Pnd n ^ LAV
AV
AV
a sw — P w d w 5f A V - p sds% A V
( 6 . 4 0b )
bp =
r  \Pp Pp
,J P J p /
( 6 . 4 1 )
onde  M* é o f luxo  de massa  nas f aces ,  co n fo rm e  as E q s . ( 6 . 1 1 ) ,  
c a l c u l a d o  com os v a lo r e s  e s t im ad o s  das c o m p o n e n t e s  
c o n t r a v a r i a n t e s  da v e lo c id a d e  r e l a t i v a ,  como a s egu i r
M* = P e Ü e A*l 
M w = p w Ü ^ A r |  
Mn = p nV > ^
(6 .4 2 )
M s = P SV SA£
D e v e - s e  n o t a r  que  a e x p r e s s ã o  do t e rm o  fon t e  bp, E q . ( 6 . 4 1 ) ,  
c o r r e s p o n d e  à eq u aç ão  de c o n s e r v a ç ã o  da massa ,  E q . ( 6 . 3 6 ) ,  
a p l i c a d a  ao campo  de v e l o c i d a d e s  e s t im ad o  ou c o n h e c id o  da 
i t e r a ç ã o  an t e r i o r .  O t e rmo  fon t e  r e p r e s e n t a  o q u a n t o  e s t e  c ampo  de 
v e l o c i d a d e s  de ixa  de s a t i s f a z e r  a e q u aç ão  de c o n s e r v a ç ã o  da massa ,  
t r a n s m i t i n d o  e s t a  i n fo rm a çã o  ao cá l cu lo  do novo  campo de p r e s sã o  
de c o r r e ç ã o  P' ,  na E q . ( 6 . 3 7 ) .  D e s e j a - s e  a inda  r e s s a l t a r  que  as 
v e l o c i d a d e s  r e l a t i v a s  nas  f a ce s  u t i l i z a d a s  no cá l cu lo  do t e r m o  fon t e ,
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bp, devem ser  av a l i a d a s  com base  no campo de v e lo c id a d e s  
c o n h e c i d o ,  u t i l i z a n d o  o m é t od o  a p r e s e n t a d o  na seção  6 .3 .1 .
6 .4 -  A L G O R I T M O  G E R A L
No p r e s e n t e  t r a b a lh o  foi  a d o t a d o  o m é to do  s e g r e g a d o  de 
so l u ç ão ,  no qua l  c ada  s i s t ema  l inea r  c o r r e s p o n d e n t e  a c ada  eq u aç ão  
f í s i ca  é r e s o l v i d o  s e p a r a d a m e n t e ,  de fo rma  s e q üen c i ada .  D e v e - s e  
r e s s a l t a r  que  a pen as  ne s t e  caso um t r a t a m e n t o  e sp ec i a l  pa r a  o 
a c o p l a m e n t o  p r e s s ã o - v e l o c i d a d e  é n e c e s s á r i o ,  po i s ,  na so l uç ão  
d i r e t a ,  onde  t o d o s  os s i s t e mas  l i n ea r e s  são r e s o l v id o s  
s i m u l t a n e a m e n t e  es t e  a c o p l a m e n t o  r e s u l t a  da p r ó p r i a  so lução .  
Mesmo  na s o l u ç ã o  d i r e t a ,  se r i am n e c e s s á r i a s  i t e r a ç õ e s  a fim de 
a t u a l i z a r  os c o e f i c i e n t e s  das e q u a ç õ e s  d i s c r e t i z a d a s ,  dev ido  às não 
l i n e a r i d a d e s .
A m e t o d o l o g i a  d e s c r i t a  no c ap í t u lo  5 p revê  a u t i l i z a ç ã o  de 
malha  a ju s t á v e l  p a r a  t r a t a r  p ro b l em as  de m uda nç a  de fase.  D e s t a  
f o rma ,  a ma lha  p o de  ser  g e r a d a  em função  da p r ó p r i a  so lu ção  em 
c ada  i n t e r v a l o  de t em p o ,  ou,  de t em p os  em t empos .
Pa r a  f a c i l i t a r  o e n t e n d im e n to  do a lg o r i tm o  ger a l  da so lu ção  
n u m ér i ca ,  é n e c e s s á r i o  r e s s a l t a r  que i t e r a ç õ e s  ex i s t em  pe lo s  t r ê s  
m o t i v o s  s e g u i n t e s
1- Não  l i n e a r i d a d e  das e q u aç õ es  Ge ra  a n e c e s s i d a d e  de 
a t u a l i z a r  os c o e f i c i e n t e s  das e q u a ç õ e s  d i s c r e t i z a d a s  s empre  
que  um novo  campo de v a r i áv e i s  for  c a l cu l ado .
2- A c o p l a m e n t o s  em so lu ção  s e g r e g a d a . C o n f o r m e  já  
r e s s a l t a d o ,  numa so l ução  s e g r e g a d a  os a c o p l a m e n t o s  do 
p r o b l e m a  têm de ser  r e s o l v id o s  i t e r a t i v a m e n t e .  Os mais  
i m p o r t a n t e s  são:
• a c o p l a m e n t o  p r e s s ã o - v e l o c i d a d e .  em que camp os  
e s t i m a d o s  são c o r r i g i d o s  a té  que  se s a t i s f a ç a  a um 
c r i t é r i o  de c o n v e r g ê n c i a  ( C l ) .
• a c o p l a m e n t o  en t r e  eq u aç ão  de mo v i m e n t o  em v e 
e q u a ç ã o  da e n e r g i a . Dev ido  à a p r o x i m a ç ã o  de 
B o u s s i n e s q ,  na eq ua ç ão  do mo v im en to  em v a p a re c e  o 
t e rm o  de f l u tu a ç ã o  como t e r m o  fon t e ,  que  é f un ção  da 
t e m p e r a t u r a ,  c a l cu l a d a  pe la  e q u aç ão  da en e rg i a .  D e s t a  
f o rma ,  é n e c e s s á r i o  r e c a l c u l a r  os c ampos  de p r e s s ã o  e 
v e l o c i d a d e s  pa r a  novos  v a lo r e s  do campo de 
t e m p e r a t u r a ,  a té  que  um c r i t é r i o  de c o n v e r g ê n c i a  (C2 )  
se ja  s a t i s f e i t o .
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3- A d a p t a ç ã o  da malha  à so l uç ão ,  faz  com que uma nova  malha  
seja  g e r a d a  pa r a  c ada  so l ução  c o n v e r g i d a ,  no m é t o do  da 
malha  c o in c id e n t e  com a i n t e r f ac e .  Po r é m ,  a so lução  
t ambém  é fun ção  do d e s l o c a m e n t o  da malha ,  d e ven do  ser  
r e c a l c u l a d a  pa ra  a nova  malha  a té  que um c r i t é r i o  de 
c o n v e r g ê n c i a  f inal  (C3)  seja  s a t i s f e i t o .  Os dema is  m é t o d o s  
não i t e r am  em função  da malha.
Um a lg o r i tm o  g 
a p r e s e n t a d o  em fo rma  
n íve i s  i t e r a t i v o s  pa ra  
a van ça  no t empo .
era l  s imp l i f i c ado  pa r a  c 
de f l ux og r am a  na F i g . 6 . 
c ada  i n t e rv a l o  de t em
ada  um dos  m é t o d o s  é 
3, a fim de m o s t r a r  os 








1 AVANÇO NO TEMPO | 
I t  =  t  + A t I
CONDIÇÕES INICIAIS
■ . 1 --------------------
CALCULO DOS COEFICIENTES
ACOPLAMENTO P-v 
EQS. DO MOVIMENTO E CONS. DA MASSA
1 AVANÇO NO TEMPO | 
I t  =  t  + A t 1
a) M é t o d o  de Vo l l e r b) M é t o d o  com Ma lha  
A jus t á ve l
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c) M é t o d o  com Ma lha  C o i n c i d e n t e  com a In t e r f a c e
Fig.  6.3 - F l u x o g r a m a s  dos  a lg o r i tm o s  s im p l i f i c ad os
A seg u i r ,  são a p r e s e n t a d o s  os p r i n c i pa i s  p a s s o s  de um 
a lg o r i tm o  gera l  pa r a  a so lu ç ão  numér i ca .  Na medida  do pos s íve l  a 
d i f e r e n c i a ç ã o  en t r e  os m é t o d o s  de t r a t a r  o p r ob l e m a  t é r m ic o  é f e i ta  
ao l ongo  da s e qu ênc i a .  E v i t o u - s e  e n t r a r  em ma io re s  de t a lh e s ,  po i s ,  
a lém de s t e s  t e r e m  sido a p r e s e n t a d o s  de v id a m e n t e  no c ap í t u lo  5, 
p o d e r i a m  vi r  a p r e j u d i c a r  o e n t e n d im e n to  do a lg o r i tm o  como um 
todo .
C O N D I Ç Õ E S  I N I C I A I S
1- P a r t i r  da so lu ç ão  a n a l í t i c a  de N e w m an n  como  c o nd i ç ão  inic ial  
pa r a  um pe q u e n o  i n t e r v a l o  de t empo .  E s t im a r  c am po s  in ic i a i s
~ *
pa ra  u,  v, P e T.
2- Ca l c u l a r  a p r i me i r a  malha  c o in c id e n t e  com a f r o n t e i r a ,  a d a p t a d a  
a e ssa  so l ução
3- C a l c u l a r  as m é t r i c a s  ( a ,  P, y),  o j a c o b i a n o  (J)  e as de r i v a d as  
y n, y ç, x„,  xç, nos  p o n t o s  e nas  f aces  dos  vo lu m e s  de c o n t r o l e .
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4- E s t i m a r  v a lo r e s  i n ic ia i s  pa r a  as v e lo c id a d e s  dos  p o n t o s  da 
ma lha  x T e yT i guai s  a zero .
C Á L C U L O  DOS C O E F IC I E N T E S
5- C a l c u l a r  o t e r m o  fon t e  ( t e r m o  de f l u tu a çã o  - a p r o x i m a ç ã o  de 
B o u s s i n e s q )  da e q u aç ão  de mo v im en to  v, com campo de 
t e m p e r a t u r a  T co n he c id o
6 - C a l c u l a r  os c o e f i c i e n t e s  das e q u a ç õ e s  do mo v im e n to  u e v 
u s a n d o  v a lo r e s  c o n h e c id o s ,  que r  e s t im ad o s ,  quer  p r o v e n i e n t e s  
da ú l t i m a  i t e r a ç ã o .  E q s . ( 6 . 1 0 )  a ( 6 . 1 3 )
A C O P L A M E N T O  P R E S S Ã O - V E L O C I D A D E
7- Com P* ,que r  e s t im ad o ,  quer  p r o v e n i e n t e  da i t e r a ç ã o  a n t e r i o r ,  
nas  e q u a ç õ e s  do mo v im en to  u e v d i s c r e t i z a d a s ,  c a l cu l a r  
c am pos  de v e l o c i d a d e s  e s t im ad as  u* e v*.  Es t e  i tem envo lve  a 
s o l u ç ã o  de do i s  s i s t emas  l inear es .
8 - C a l c u l a r  os c o e f i c i e n t e s  da e q u aç ão  do campo de p r e s s ã o  de 
c o r r e ç ã o  P ' ,  E q . ( 6 . 3 7 ) ,  u sand o  E q s . ( 6 . 3 9 )  e ( 6 . 4 0 ) ,  e o t e rm o  
f on t e  dado  na E q . ( 6 . 4 1 ) ,  u s a nd o  as v e lo c id a d e s  médi as  
a v a l i a da s  nas  f a ce s  r e l a t i v a s  aos  c ampos  c o n h e c id o s  u* e v*,  
como  na Eq.  ( 6 . 4 2 ) ,  u sa n do  a Eq.  ( 6 . 27) .
9- R e s o l v e r  a E q . ( 6 . 3 7 ) ,  o b t e n d o  um campo de p r e s s ã o  de 
c o r r e ç ã o  P' .  E s t e  i tem envo lve  a so luç ão  de um s i s t ema  l inear .
1 0 - C o r r i g i r  as v e l o c i d a d e s  noda i s  e s t im ada s  u* e v* com r e l açã o  
ao cam po  P ' ,  u s an do  E q s . ( 6 . 3 0 )  e ( 6 . 31) .
11- C o r r i g i r  o c ampo de p r e s s ã o  e s t im ad o ,  f a zen do  P = P * + P ' .
12- Fa z e r  p* = p e v o l t a r  ao i tem 6  a té  o b t e r  c o n v e r g ê n c i a  com o 
c r i t é r i o  C 1.
E Q U A Ç Ã O  DA ENER GIA
13- C a l c u l a r  os c o e f i c i e n t e s  da eq ua ç ão  da energ i a .
14- C a l c u l a r  os c o e f i c i e n t e s  dos  v i z inhos  aos  v o l um es  em m ud an ç a  
de fase .  ( P a s s o  n e c e s s á r i o  some n te  ao m é to do  novo  com a 
malha  a ju s t á v e l . )
15- R e s o l v e r  a e q u aç ão  da ene r g i a  e ob t e r  T. Es t e  pa s so  en v o lv e  a 
s o l u ç ão  de um s i s t ema  l inear .
16- Ap l i ca r  o b a l an ço  de ene r g i a  nos vo lu mes  em m u d an ç a  de fase.  
C a l c u l a r  novas  f r a ç õe s  de l íqu ido  ( M é t o d o  de Vo l l e r  e m é t o d o  
novo  com malha  a ju s t á v e l ) ,  ou c a l cu l a r  novos  j a c o b i a n o s  pa r a  
os vo lu m e s  em m uda nç a  de fase  ( m é t o d o  novo  com malha  
c o i n c i d e n t e  com in t e r f ac e ) .
17- 17a-  A t u a l i z a r  t e r m o s  fo n t e ,  v o l t a r  a 15 e i t e r a r  a té  s a t i s f a z e r  
ao ba l an ço  de energ i a .  ( M é t o d o  de Vo l l e r . )
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17b-  V o l t a r  ao i tem 14 e i t e r a r  a té  ob t e r  c o n v e r g ê n c i a  do 
b a l a nç o  de energ ia .  ( M é t o d o  novo  com malha  a j u s t á v e l . )
17c-  Ca l c u l a r  nova  malha  e novas  m é t r i c a s ,  d e r i v a d as  nas f aces  
e v e l o c i d a d e s  da malha  e v o l t a r  ao i t em 14 . (No m é to do  novo 
com a malha  c o in c id e n t e  com a i n t e r f ac e ,  a malha  deve  ir sendo 
c a l c u l a d a  c o n c o m i t a n t e m e n t e . )
18- V o l t a r  ao i tem 5 e i t e r a r  a té  ob t e r  c o n v e r g ê n c i a  do campo  de 
t e m p e r a t u r a ,  c r i t é r i o  de c o n v e r g ê n c i a  C2.
C Á L C U L O  DA M A L H A  (m é t o d o  novo com malha  a ju s t á v e l )
19- C a l c u l a r  o “ f a t o r  de d e s a l i n h a m e n to  - F D ” com r e l açã o  à 
so l u ç ão  c o nv e r g i d a .  Se for  meno r  que  o va lo r  admi s s íve l ,  a 
malha  p e rm a n e c e  f ixa,  en t ão  f aze r  as v e l o c i d a d e s  dos  p o n t o s  da 
malha ,  x T e yT, i guai s  a z e ro  e s egu i r  p a r a  o i tem 23.
20-  No caso  de de sa l i n h a m e n to  maio r  que  o ad mis s íve l ,  c a l cu l a r  
nova  malha.
21-  C a l c u l a r  novas  m é t r i c a s  ( a ,  (5, y),  o j a c o b i a n o  (J)  e as 
d e r i v a d a s  yn, y^, x n, xç, nos  p o n t o s  e nas  f aces  dos  vo lu mes  de 
c o n t r o l e .
22-  A t u a l i z a r  v a lo r e s  pa r a  as v e l o c i d a d e s  dos  p o n t o s  da malha ,  x T e
y*-
A V A N Ç O  NO T E M P O
23-  Da r  um avanço  no t e m p o ,  som ando  um i n c r e m e n t o  At ao t empo  
a tua l .
24-  P r e v e r  a nova  po s i ç ão  da i n t e r f a c e  c o n s i d e r a n d o  a v e lo c id a d e  
da i n t e r f a c e  c o n s t a n t e ,  e c a l c u l a r  um campo  de f r a ç ão  de 
l íqu ido  e s t im ado  no t em po  a tua l ,  que se rá  u sa do  no t e rm o  fon t e  
da e q u a ç ã o  da energ i a .
25-  V o l t a r  ao i tem 5 e i t e r a r  pa r a  o novo  t empo .
CA PÍ TU LO  7
R E S U L T A D O S
7.1-  C O N S I D E R A Ç Õ E S  GERAIS
No p r e s e n t e  c ap í t u l o  são a p r e s e n t a d a s  a lgumas  so l uç ões ,  
u t i l i z a n d o  o novo  m é to do .  O p r i nc ipa l  ob j e t i v o  é m o s t r a r  o 
d e s e m p e n h o  do m é t o d o  em s i t u a ç õ e s  c o m u m en t e  a p r e s e n t a d a s  na 
l i t e r a t u r a .  O p r e s e n t e  t r a b a lh o  se d i spôs  a d e s e n v o l v e r  uma nova  
m e t o d o l o g i a  pa r a  m o d e l a r  nu m e r i c a m e n t e  p ro b l em as  com m udança  
de fase .  P o r t a n t o ,  o o b j e t i v o  de s t e  c ap í t u lo  não é a so l ução  de 
p ro b l e m a s  p r á t i c o s  em si,  mas sim, um e s t u d o  das p o s s ib i l i d a d e s  do 
novo  m é to do .
Na  s eção  7.2 e s t u d a - s e  o e fe i to  da d e s c o n t i n u i d a d e  das 
p r o p r i e d a d e s  t e r m o f í s i c a s  na so l ução  de p r o b l em a  de m ud anç a  de 
fase  un i d im e n s i o n a l .  As so l u ç õ es  com o novo  m é t od o  são 
c o m p a r a d a s  com a so l u ç ão  ana l í t i c a  de Ne um ann ,  e com a so lução  
pe lo  m é t o d o  de Vo l l e r  [89] ,
Na  s eção  7.3 a p r e s e n t a - s e  a so lu ção  da mu d an ç a  de fase  
b id im e n s i o n a l ,  com ma lha  f ixa.  C o m p a r a - s e  o d e se m p e n h o  do novo 
m é t o d o  com o m é t o d o  de Vo l l e r  [89]  e dados  f o r n e c i d o s  pe la  
l i t e r a t u r a .
Uma so lu ç ão  de m ud an ç a  de fase  b i d im en s io na l  com malha  
móvel  é a p r e s e n t a d a  na seção  7.4.  C o m p a r a - s e  com a so l ução  
u sa nd o  malha  f ixa ,  e e s t u d a - s e  o e fe i to  da v a r i a çã o  do f a t o r  de 
d e s a l i n h a m e n t o ,  FD,  na qu a l i d ad e  da so lução .
Na  s eção  7.5 um p r o b l em a  de m ud anç a  de fase  com c o n v ec çã o  
na fase  l í qu ida  é r e s o lv id o .  As so lu ç õ es  são c o m p a r a d a s  com 
r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s  e e x p e r i m e n t a i s  a p r e s e n t a d o s  na l i t e r a t u r a .
7 .2 -  SO L U Ç Ã O  1 -D COM P R O P R I E D A D E S  D E S C O N T Í N U A S
Como r e s s a l t a d o  na seção  2 . 1 , é comum a e x i s t ê n c i a  de uma 
d e s c o n t i n u i d a d e  nas  p r o p r i e d a d e s  t e r m o f í s i c a s  do m a te r i a l  quando  
e s t e  muda  de fase.  E s t a  v a r i a ç ã o  do va lo r  das  p r o p r i e d a d e s  pode  ser  
g r a n d e ,  i n t r o d u z i n d o  mais  uma d i f i cu lda de  na so l uç ão  do p r ob l e m a  
de m u d an ç a  de fase.
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N e s t a  s eção  são a p r e s e n t a d a s  so l u ç õ es  de do i s  p ro b l ema s  
r e t i r a d o s  de t r a b a l h o s  p u b l i c a d o s  que  e s tu d am  o e fe i to  de s t a  
d e s c o n t i n u i d a d e .  São e les
P r o b l e m a  1
D a d o s  de Lee  & T zo n g  [87] ,  p a r a  uma so l i d i f i c aç ão  com 
p r o p r i e d a d e s  d e s c o n t í n u a s
Ste = (cpLTL -  CpgTs) / X = 0,5
k S / k L =5 (7 .1 )
c pS ! c pL = °>5
O p r o b l e m a  foi  r e s o l v i d o  com
Tl =Too=0 ,2 [ °C]
TS =TW=-1,6 [ °C] 
X = 2 [J/kg]
P= 1 [kg /m 3 ]




onde  Fo é o t e m p o  a d im e n s io n a l ,  dado  po r
Fo = — ( 7. 4)  
L2
e x é a c o o r d e n a d a  a d i m e n s i o n a l i z a d a  com r e l a çã o  ao c o m p r i m e n t o  
L= 1 m.
A f i g u ra  7.1 a p r e s e n t a  a v a r i a ç ã o  da po s i ç ão  da i n t e r f a c e  no 
t em po .  V e r i f i c a - s e  que  o m é t o d o  de Vo l l e r  a t r a s a  a i n t e r f a c e  quando  
e s t a  c aminha  na p r i m e i r a  m e t ad e  de um vo lu me  da malha ,  
a d i a n t a n d o - a  q ua n d o  e s t a  se e n c o n t r a  no f inal  do vo lume .  Es t a  
c o n c l u s ã o  é f a c i lm e n t e  o b s e r v a d a  na f i g u r a  7 .1 ,  l e m b r a n d o - s e  que  a 
malha  é u n i f o r m e  com Ax=0 ,05 .  F ica  fác i l  d i s t i n gu i r  os  6  vo lu mes  
da malha  pe lo s  qua is  a i n t e r f a c e  p a s s o u  d u r a n t e  o t e m p o  da 
so l u ç ão ,  com uma r á p i d a  i n sp e ç ã o  no g r á f i co .
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TEMPO (Fo)
Fig.  7 .1 -  P o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no p r ob l em a  
de Lee  & T z o n g [ 8 7 ]
O novo  m é t o d o  não a p r e s e n t a  e s te  i n c o n v e n i e n t e ,  
a p r e s e n t a n d o  um e r ro  com r e l a çã o  à so lu ção  e xa t a  p r a t i c a m e n t e  
c o n s t a n t e  da o r dem  de 0 ,5 % ,  d u r an t e  t od o  o t em po  da so luç ão .  I s t o  
m o s t r a  que  a so lu ç ão  f ica  mais  i n d e p e n d e n t e  da malha ,  dev ido  ao 
novo  t r a t a m e n t o  dado  aos  f l uxos  de ca lo r  j u n to  à i n t e r f ac e .
A f i gu ra  7.2 a p r e s e n t a  o h i s t ó r i c o  de v a r i a ç ã o  da t e m p e r a t u r a  
no p o n t o  x = 0 ,175 .  V e r i f i c a - s e  que mesmo pa ra  o novo  m é to do  
e x i s t e  uma c e r t a  d i f i c u ld a d e  em p rev e r  c o r r e t a m e n t e  a t e m p e r a t u r a  
no po n t o .  Po ré m ,  f i ca  c l a ro  que o m é t od o  de V o l l e r [ 8 9 ]  a p r e s e n t a  
uma d i f i c u ld a d e  mu i to  ma ior  em c a l c u l a r  c o r r e t a m e n t e  a 
t e m p e r a t u r a .  I s t o  p o r q u e  o m é t od o  faz a t e m p e r a t u r a  nula  no 
vo lu me  em m u d an ç a  de fase ,  e n q ua n t o  a i n t e r f a c e  e s t á  ne le ,  
r e s u l t a n d o  numa cu rv a  com “ d e g r a u s ” , como se ve r i f i c a  na Fig.  7.2.
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Fig.  7 . 2 -  H i s t ó r i c o  de t e m p e r a t u r a  no p r ob l em a  
de Lee  & T z o n g [ 8 7 ]
P r o b le m a  2
D a d o s  de Vo l l e r  [ 89] ,  pa r a  uma so l i d i f i c a ç ã o  
p r o p r i e d a d e s  d e s c o n t í n u a s
Ste = (CpL^L ~ CpsTs) / A. = 0,229
ks / k L = 3,993 _ .
c p S / c pL = 0 ,417
O p r o b l e m a  foi  r e s o l v i d o  com
k L =0,556[J /smK];  k s =2 ,22 [J / smK]
pcL = 4,226 x 106 [J / m3 K], pcs = 1,762 x 106 [J / m3 K]
pX = 338x l06 [ J / m 3]
TL = T „ = 1 0 [ oC]
TS = Tw = -20 [° C]
com
( 7 .5 )
(7 .6 )
( 7 . 7 )
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e
L = 0,25 m
Ax = 0,05 (7 .8 )
AFo= 0,000632
A p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no t em p o  é m o s t r a d a  na f i gu ra  7 .3 ,  e 
o h i s t ó r i c o  de t e m p e r a t u r a  p a r a  o po n t o  x= 0 , 1 7 5  ( a d i m e n s io n a l )  na 
f i g u r a  7.4.
O mesmo  c o m p o r t a m e n t o  das  f i gu r a s  7.1 e 7 .2  r e l a t i v a s  ao 
p r o b l e m a  de Lee  & T zo n g  [87]  a p a r ec e  nas  f i gu ra s  7.3 e 7 .4 ,  pa r a  o 
p r o b l e m a  de V o l l e r  [ 89] ,  V e r i f i c a - s e  que  o s e g un d o  p ro b l e m a  é um 
p o u c o  m enos  r i g o r o s o  que  o p r i m e i r o ,  po r  a p r e s e n t a r  meno r  
d e s c o n t i n u i d a d e  nas  p r o p r i e d a d e s  e po r  p o s s u i r  men o r  núm ero  de 
S t e f an .  Po r  i s so ,  e s p e r a m - s e  m e n o re s  e r r o s  ne s t e  s e g u n d o  p r ob l e m a  
que  no p r im e i r o .
0.40
tempo (Fo)
Fig.  7 . 3 -  P o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no p r o b l em a  de V o l l e r [ 8 9 ]
R E S U L T A D O S  - 1 3 9
tempo (Fo)
Fig.  7 . 4 -  H i s t ó r i c o  de t e m p e r a t u r a  no p r ob l em a  
de V o l l e r [ 8 9 ]
O v a lo r  do e r ro  méd io  foi  o b t i d o  pe l a  soma  do mód u lo  dos  
e r r o s  p e r c e n t u a i s  da so l u ç ão  a p r o x i m a d a  com r e l a çã o  à e x a t a  em 
cada  t e m p o ,  d i v id id a  pe lo  n ú m ero  de a v an ç o s  de t emp o .  Os e r r o s  
dos  doi s  a v a n ç o s  i n i c ia i s  não fo r am c o n t a b i l i z a d o s ,  po i s ,  como 
e x p l i c a d o  na s eção  4 .3 . 3 ,  no i n í c io ,  as v a r i a ç õ e s  no p r o b l em a  de 
m u d an ç a  de fase  são a l t a m e n te  não  l i n e a r e s ,  d i f i c u l t a n d o  sua 
so l u ç ão  po r  m é t o d o s  n u m é r i c o s ,  que ,  em ge ra l ,  u t i l i z am 
a p r o x i m a ç õ e s  l i ne a r e s .
V e r i f i c a - s e  que  nos  do i s  p r o b l em as  os e r r o s  p e r c e n t u a i s  
m éd i o s  das  so l u ç õ e s  com o novo  m é t o d o  são s i g n i f i c a t i v a m e n t e  
m e n o r e s  que  p a r a  o m é t o d o  de Vol le r .
Cabe  a inda  r e s s a l t a r  que  a c o m p a r a ç ã o  do v a lo r  médio  do 
e r ro  é mu i to  mais  c o n c l u s i v a  do que  a c o m p a r a ç ã o  de ap enas  um 
va lo r ,  como  f e i t o  po r  Vo l l e r  [ 89] ,  na T abe l a  2. N e s t a  ele c om p a ra  o 
e r ro  das  so l u ç õ e s  com r e l a ç ã o  à so lu ç ão  ex a t a  a pen as  pa r a  a 
i n t e r f a c e  na p o s i ç ã o  x = 0 , 0 5 m ,  ou,  em t e r m o s  ad im en s io n a i s ,  
x ( ad )  = 0 , 2 . C o i n c i d e n t e m e n t e  e s t a  p o s i ç ã o  c o r r e s p o n d e  a um fim de 
vo lu me ,  ( po i s ,  o A x = 0 ,0 0 5 m ) ,  e x a t a m e n t e  onde  o seu m é t o do  
a p r e s e n t a  men o r  e r ro .  O b s e r v a n d o  as f i gu ra s  7.1 e 7.3 p o d e - s e  
v e r i f i c a r  que  nos  f ina i s  de vo lu m e  o m é t o d o  de Vo l l e r  
p r a t i c a m e n t e  co in c id e  com a so lu ç ão  exa t a ,  ao pa s so  que  p róx imo
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ao meio  dos  v o l u m e s  o e r ro  da so lu ç ão  a p ro x i m ad a  é máximo.  O 
cá l cu lo  do e r ro  méd io  c o n t a b i l i z a  os e r r o s  de t o d o s  os avanços  de 
t e m p o ,  m enos  os do i s  p r i m e i r o s ,  s endo ,  p o r t a n t o  r e p r e s e n t a t i v o  de 
t o d a  a so lu ção .
A c o m p a r a ç ã o  do h i s t ó r i c o  da t e m p e r a t u r a  em um pon to  
t a m bé m  é de suma i m p o r t â n c i a  p a r a  se c o n h e c e r  o de se m pe n ho  dos 
m é t o d o s  a p r o x i m a d o s  em p r o b l e m a s  com m d f ,  uma vez  que  r e s o lv e r  
a e q u a ç ã o  de c o n s e r v a ç ã o  da e n e r g i a  s i gn i f ic a  o b t e r  o per f i l  de 
t e m p e r a t u r a .  Se o m é t o d o  não o f i z e r  c o r r e t a m e n t e ,  que r  d ize r  que 
não  é uma  bo a  a p r o x i m a ç ã o  p a r a  a so l u ç ão  exat a .  A de f i c i ê n c i a  do 
m é t o d o  de V o l l e r  em p r e v e r  c o r r e t a m e n t e  a t e m p e r a t u r a  f i ca  c la ra  
nas  f i g u r a s  7 . 2  e 7 .4 .  E s t a  é uma  d e f i c i ê n c i a  dos  m é t o d o s  de 
en t a lp i a ,  de uma  fo r ma  gera l .
7 .3 -  S O L U Ç Ã O  2-D COM M A L H A  FIXA
O p r o b l e m a  da m u d a n ç a  de f ase  em um p r i sma  q u a d r a d o  
i n f i n i t o ,  a p a r t i r  das  sua s  f a ce s ,  é mu i to  c o n v e n i e n t e  pa r a  t e s t a r  o 
d e s e m p e n h o  de n o v o s  m é t o d o s  de so lu ç ão .  Ele  t em s ido u t i l i z a d o  
po r  m u i to s  a u t o r e s  [ 2 6 , 2 7 ,3  2 , 6 2 , 7 6 , 7 9 , 1 2 6 , 1 2 7 ]  p a r a  e s te  fim. A 
f i gu ra  7.5 a p r e s e n t a  a g e o m e t r i a  do p r o b l em a ,  p a r a  o qua l  d e s p r e z a -  
se a c o n v e c ç ã o  no l í qu id o .  De v i d o  à sua  s ime t r i a ,  o p r o b l e m a  pod e  
ser  r e s o l v i d o  em um q u a d r a n t e  do seu domín io ,  ou a inda  em um 
o c t a n t e ,  como  m o s t r a d o  na f i g u r a  7 .5.
Fig.  7.5 - Do m ín io  de so lu ç ão
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No p r e s e n t e  t r a b a l h o  o p t o u - s e  pe l a  u t i l i z a ç ã o  do o c t a n t e  como 
dom ín i o  de so l u ç ão .  A malha  r e s u l t a n t e  é não o r t o g o n a l ,  com l inhas  
r| = c te  na d i r e ç ão  r ad i a l  e l inhas  £ = c te  i n i c i and o  p a r a l e l a s  à pa r ede  
do p r i sm a  e se t o r n a n d o  c i r c u l a r e s .
Fig.  7 .6  - Ma lhas  p a r a  o o c t a n t e
P a r a  as so l u ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  a s e gu i r ,  t r ê s  ma lha s  f o r am 
u t i l i z a d a s ,  com 1 0 x 1 0 , 2 0 x 1 0  e 2 0 x 2 0  vo l ume s ,  como m o s t r a d o  na 
f i g u ra  7.6.
O p r i m e i r o  p r o b l e m a  é c l á s s i c o ,  t en do  s ido r e s o l v i d o  por  
L a z a r i d i s  [ 26] ,  C ro w le y  [81] ,  Cao et  al. [76 ] ,  Kim & Kav iany
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[ 1 26 ] ,  a lém de o u t r o s  a u to r e s .  T r a t a - s e  de um p ro b l e m a  de S t e f an ,  
poi s  o l íqu ido  e n c o n t r a - s e  i n i c i a l me n t e  à t e m p e r a t u r a  de mudança  
de f ase  e a t e m p e r a t u r a  na  p a r e d e  cai  p a r a  uma  t e m p e r a t u r a  i n f e r i o r  
a e s t a ,  i n i c i an do  a so l i d i f i c aç ão  do mate r i a l .  As p r o p r i e d a d e s  
t e r m o d i n â m i c a s  são i gua i s  nas  duas  f as e s  e o n ú m er o  de St efan  
u t i l i z a d o  no p r o b l e m a  [ 2 6 , 7 6 , 8 1 , 1 2 6 ]  é:
S t e=  1,0/  1,561 = 0 ,6 4 0 6
A f i g u r a  7.7 m o s t r a  a p o s i ç ão  da i n t e r f ac e  pa r a  c ada  10 
a v a n ç o s  de t em p o ,  pa r a  a so lu ç ão  u sa nd o  o novo  m é t o d o  com uma 
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Fig.  7.7 - P o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no t emp o
Nas  f i gu r a s  7 .8  e 7 .9  uma  das  cu rv a s  r e f e r e - s e  à p o s i ç ão  da 
i n t e r f a c e  no e ixo x ( f r o n t e i r a  n o r t e  do domín io  ),  e a o u t r a  
a p r e s e n t a  a c o o r d e n a d a  x da p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  na d i ago na l .
Na  f i gu ra  7.8 f a z - s e  uma c o m p a r a ç ã o  das  s o l u ç õ e s  ob t i d a s  
com as t r ê s  ma lhas  a p r e s e n t a d a s  na f i g u r a  7 .6.  V e r i f i c a - s e  que  as 
so l u ç õ e s  são qua se  c o i n c i d e n t e s ,  se d i f e r e n c i a n d o  um p ou co  
apenas  no f inal  da so l i d i f i c a ç ã o  do domín io .  I s t o  faz  com que o 
t em po  pa r a  a so l i d i f i c a ç ã o  de t o d o  o domín io  se ja  l i g e i r a m en te  
d i f e r e n t e  p a r a  e s t e s  c asos .
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Fig.  7 .8  - S o l u ç õ e s  com o novo  m é t o d o
posição ( x/L )
Fig.  7.9 - C o m p a r a ç ã o  com m é t o d o  de Vo l l e r
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Uma c o m p a r a ç ã o  e n t r e  o novo  m é t o d o  e o m é t o d o  de Vo l l e r  é 
a p r e s e n t a d a  na f i g u r a  7 .9 ,  u s a n d o  a malha  10x10 vo lumes .  
N o v a m e n t e  v e r i f i c a - s e  uma  ma io r  d i s t â n c i a  das  s o l u ç õ e s  no f inal  da 
so l i d i f i c a ç ã o .  E i m p o r t a n t e  o b s e r v a r  que  u t i l i z o u - s e  os mesmos  
a v an ç o s  de t em po  pa r a  t o d o s  os m é t o d o s ,  va l en do  At=0 ,001 nos 
v in t e  p r i m e i r o s  p a s s o s  e p a s s a n d o  pa ra .  A t =0 ,002  a té  o fim da 
so l uç ão .
D o i s  t r a b a l h o s  a p r e s e n t a m  v a l o r e s  pa ra  o t empo  t o t a l  de 
s o l i d i f i c a ç ã o .  Em t e r m o s  do t e m p o  a d im ens ion a l  ( F o = a t / L 2) 
C r ow le y  [81]  ob t ev e  0 ,6 2 5 ,  e Kim & Kav iany  [126]  a p r e s e n t a m  o 
v a lo r  de 0 , 6 2 6 ,  u t i l i z a n d o  uma ma lha  de 2 0 x 2 0  vo lu m e s  no o c t a n t e .  
Na  t a b e l a  7.1 é f e i t o  um r e s um o  das  so l u ç õ e s  o b t i da s  com o m é to do  
novo  e com o m é t o d o  de Vo l l e r  [ 89 ] ,  c o m p a r a n d o  t e m p o  t o t a l  pa ra  
a s o l i d i f i c a ç ã o  do do m ín i o  e t em po  de CPU pa ra  a so lu ç ão  em um 
m i c r o c o m p u t a d o r  t i p o  486 / 6 6 MHz.
T a b e l a  7.1 - C o m p a r a ç ã o  das  so l u çõ e s
M é t o d o  novo M ét od o  Vo l l er
malha t em po  to ta l CP U( s ) t emp o  to ta l CP U(s )
1 0 x 1 0 0 ,616 2 2 0 ,615 19
2 0 x 1 0 0 ,6 26 48 0 ,620 38
2 0 x 2 0 0 ,6 24 93 0 ,620 76
O se g u n d o  p r o b l e m a  r e s o l v i d o  c o n s i s t e  numa so l i d i f i c aç ão  de 
um l í qu id o  i n i c i a l m e n t e  a uma  t e m p e r a t u r a  su p e r i o r  à de m uda nç a  
de f ase ,  c o n f i g u r a n d o ,  p o r t a n t o ,  num p r o b l em a  de Neu man n .  Es t e  
foi  p r o p o s t o  po r  Vo l l e r  & C r o s s  [ 79 ] ,  com os s e gu i n t e s  va lo r e s :
• t e m p e r a t u r a  in ic ia l :  T in=2°C
• t e m p e r a t u r a  da p a r e d e :  TW=-10°C
• c o m p r i m e n t o  da a r e s t a :  2 L = l m
• c o n d u t i v i d a d e  t é rm ica :  k s = k L = 2 W/m °C
• c a p a c i d a d e  t é rm ica :  ( p c p) s = ( P c p ) l  = 2,5 M J / m 3 °C
• ca l o r  l a t en t e :  X= 100 M J /k g  °C
• nú m ero  de S t e f a n  do p r ob l em a :  S t e=  0,3
A f i g u ra  7 .10  a p r e s e n t a  uma  c o m p a r a ç ã o  com so lu ç õe s  
o b t i d a s  po r  Vo l l e r  & C r o s s  [79]  e po r  Vie lmo [127] ,  O r e s u l t a d o  
m o s t r a d o  na f i gu ra  7 .10  pa r a  o p r e s e n t e  m é t o do  foi  ob t i d o  com 
malha  10x10 v o l u m e s  no o c t a n t e  e av an ço  de t em p o  de 10 min.  A 
so lu ç ão  o b t i d a  po r  V ie lmo [127]  u t i l i z o u  m é to do  da e n t a lp i a  com
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malha  28x28  v o l u m e s  no q u a d r a n t e  e a v an ç o s  de t em po  de 1  min. 
V e r i f i c a - s e  e x c e l e n t e  c o n c o r d â n c i a  en t r e  as so luç ões .
Fig.  7 . 10  - C o m p a r a ç ã o  com s o l u ç õ e s  da l i t e r a t u r a
Na  f i g u ra  7.11 f a z - s e  uma c o m p a r a ç ã o  das s o l u ç õ e s  o b t i da s  
com as t r ê s  ma lhas  e s t u d a d a s .  V e r i f i c a - s e  uma  p e q u e n a  v a r i a çã o  das 
s o l u ç õ e s  ao f inal  da s o l i d i f i c a ç ã o  do domín io .  A t ab e l a  7.2 
a p r e s e n t a  os v a l o r e s  dos  t e m p o s  f i na i s  de s o l i d i f i c a ç ã o  pa r a  os t r ê s  
c a sos .
T abe l a  7 .2  - Tem po  t o t a l  de so l i d i f i c aç ão
M AL HA TEM PO T O T A L ( h )
1 0 x 1 0 1 17,8
2 0 x 1 0 1 2 0 , 0
2 0 x 2 0 119,5
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Fig.  7 .11 - S o l u ç õ e s  com as t r ê s  malhas
7 .4 -  S O L U Ç Ã O  2-D COM M AL H A M Ó V EL
O p r o b l e m a  a p r e s e n t a d o  na s eção  a n t e r i o r  p e rm i t e  t e s t a r  a 
u t i l i z a ç ã o  de malha  móvel ,  po i s  a f r e n t e  de mu da nç a  de fase  se 
d e fo r m a  d ev ido  à g e o m e t r i a  do p r ob l e m a .  Os do i s  t i p o s  de malha  
móve l ,  a p r e s e n t a d o s  no c ap í t u l o  5, s e r ão  t e s t a d o s .  N o s  do i s  c asos  
u t i l i z a r - s e - á  o p r i m e i ro  p r o b l e m a  d e s c r i t o  na s eção  a n t e r i o r ,  ou 
se ja ,  o p r o b l e m a  de S t e f an  com S t e = 0 , 6 4 0 6 .
7.4 .1  - So l u çã o  com Ma lha  A j u s t á v e l
Como d e s c r i t o  na seção  5 .3 .2 ,  a malha  a ju s t á v e l  p e rm i t e  um 
c e r t o  d e s a l i n h a m e n t o  com a i n t e r f a c e ,  que  é d e t e r m i n a d o  pe lo  f a t o r  
de d e s a l i n h a m e n t o ,  FD.  P a r t e - s e  de uma  malha  com l inhas  Ç = c te  
c o i n c i d e n t e s  com r e t a s  na v e r t i c a l  e l inhas  ri = c te  s endo  r e t a s  
r ad i a i s .  À med id a  que  a f r en t e  de m u d a n ç a  de fase  se d e fo r m a ,  as 
l inhas  Ç da malha  devem ir se a j u s t a n d o  a fim de m an te r  o 
p a r a l e l i s m o  com ela.  Sempre  que  o FD u l t r a p a s s a r  o va lo r  
admi s s íve l  a malha  é a j u s t a d a  a f im de d iminu i r  o d e s a l i n h a m e n t o
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com a i n t e r f a c e .  O n úm ero  de ve ze s  que  a ma lha  é a j u s t a d a  du ra n t e  
t o d a  a s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  é f u nção  do va lo r  do FD.  Três  va lo r e s  
s e r ão  a n a l i s a d o s  n e s t e  t r ab a lh o :  FD=  0 ,05 ;  0 , 15 ;  0,3.  A t abe l a  7.3 
a p r e s e n t a  o n úm er o  de ma lhas  u s a d a s  d u r a n t e  a so l u ç ão  e o t empo  
t o t a l  p a r a  s o l i d i f i c a ç ã o  c o m p l e t a  do domín io ,  pa r a  c ada  va lo r  do 
FD.  T o d a s  as s o l u ç õ e s  f o r a m  o b t i d a s  com ma lhas  10x10 vo lumes .
T a b e l a  7.3 - C o m p a r a ç ã o  e n t r e  s o l u ç õ e s  com d i f e r e n t e s  
v a l o r e s  de FD
FD N. MALHAS TEM PO TOTAL
0,05 9 0 ,615
0,15 7 0 ,613
0 ,30 5 0 ,613
Na f i gu ra  7 .12  m o s t r a - s e  uma s e q ü ê n c i a  de ma lhas  u t i l i z a d as  
na so l u ç ão  com FD = 0 ,05 .  São a p r e s e n t a d a s  s u p e r p o s t a s  a malha  1, 
com l i nhas  £ v e r t i c a i s ;  uma  malha  i n t e r m e d i á r i a ,  c o r r e s p o n d e n t e  à 
ma lha  4,  i s t o  é, ap ó s  t r ê s  a j u s t e s ;  e a ú l t im a  malha ,  ou malha  9. 
V e r i f i c a - s e  que  o c o r r e  o a j u s t e  e s p e r a d o ,  r e s u l t a n d o  em l inhas  % 
c i r c u l a r e s  no f inal  da  so l i d i f i c aç ão .
Fig.  7 .12  - A jus t e  da malha  in ic i a l
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Na  f i gu ra  7 .13 m o s t r a - s e  a p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no d e c o r r e r  
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Fig.  7 .13 - P o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  d u r a n t e  a so l uç ão  
com FD = 0,05
Na  f i g u r a  7 .14  a p r e s e n t a m - s e  as s o l u ç õ e s  com os t r ê s  v a lo r e s  
do FD.
À m e d id a  que  se a u m e n ta  o FD a so l u ç ão  se d e t e r i o r a ,  po i s  o 
m é t o d o  c o n s i d e r a  que  a i n t e r f a c e  é p a r a l e l a  a l inhas  Com o 
a u m e n to  do FD i s t o  é c ada  vez  menos  v e r d a d e ,  e n t ã o  a so l uç ão  
r e s u l t a  m enos  p r ec i s a .  Na  h o ra  de se a j u s t a r  a malha ,  i s t o  é fe i t o  
com r e l a ç ã o  a uma so l u ç ão  ru im,  p r o v o c a n d o  um a u m e n to  do e r ro .
E s t e  f a t o  p o de  ser  v e r i f i c a d o  a t r a v é s  da so lu ç ão  com FD = 0,3.  
P e r c e b e - s e  que  em c e r t o s  m o m e n t o s  a so lu ç ão  j u n t o  à d i ag o n a l  f ica  
b a s t a n t e  a l t e r a d a .  Na  f i gu ra  7 .14  e s t a  a l t e r a ç ã o  é e v id e n c i a d a  na 
cu rv a  da p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  na d i ago na l .  E s t e  e f e i t o  po de  ser  
o b s e r v a d o  na f i gu ra  7 .15  que  m o s t r a  a p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no 
d e c o r r e r  da so lu ç ão .  O b s e r v a - s e  e x a t a m e n t e  o m o m e n t o  em que  a 
i n t e r f a c e  se d e fo r m a  j u n t o  à d i agona l .
Na  f i g u ra  7 .16  a p r e s e n t a m - s e  as 5 ma lha s  da so lu ç ão  com 
FD = 0 ,3 .  V e r i f i c a - s e  que  a q u a l i d a d e  da so lu ção  cai  b a s t a n t e  a 











posição ( x/L )
Fig.  7 . 14  - C o m p a r a ç ã o  das  s o l u ç õ e s  com ma lha  móvel
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Fig.  7 .16  - Ma lh as  pa r a  a so lu ç ão  com FD = 0,3
É i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  que  nas  so l u ç õ es  com malha  f ixa 
o c o r r e r a m  d e s a l i n h a m e n t o s  de s t a  o r dem  e, no e n t a n t o ,  a so luç ão  
não p e rd e u  a sua  q u a l i d ad e .  Es t e  f a t o  é c o m p r e e n d i d o  ao se 
v e r i f i c a r  que  os m a i o r e s  d e s a l i n h a m e n t o s  o c o r r e m  qu a nd o  a 
i n t e r f a c e  e s t á  m u d an d o  de vo lume .  C o n c lu i - s e  que  e x a t a m e n t e  
ne s t e s  m o m e n t o s ,  em que  a so l u ç ão  n u m é r i c a  é mais  d i f íc i l ,  a l i nha-  
se a ma lha  à s o l u ç ã o ,  p r o v a v e l m e n t e  a c a r r e t a n d o  uma  p r o p a g a ç ã o  
de e r ro .  P a r e c e  ser  i s t o  o que  o c o r r e  na so lu ç ão  a p r e s e n t a d a  pa r a  o 
FD = 0 ,3 ,  nas f i g u ra s  7 . 1 4 - 7 . 1 6 .
R E S U L T A D O S  - 1 5 1
7 .4 .2  - So l u çã o  com M a lh a  C o i n c i d e n t e  com a I n t er fa ce
E s t e  t i po  de ma lha  móve l  faz com que  uma l inha  £ =c t e  s empre  
c o in c id a  com a p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no i n s t an t e  a t ua l ,  como 
e x p l i c a d o  na s eçã o  5 .3 .2 .  P o r t a n t o ,  a malha  se move  em t o d o s  os 
a v a n ç o s  de t em po .  Na  f i gu ra  7 .17  a p r e s e n t a - s e  uma s e qü ên c i a  de 
malhas  u s a d a s  no d e c o r r e r  da s o lu ç ão ,  com os t e m p o s  e as f r a ç õ es  
v o l u m é t r i c a s  de l í q u id o  c o r r e s p o n d e n t e s .
Fig.  7 .17  - M a l h as  c o i n c i d e n t e s  com a i n t e r f a c e  
pa r a  6  i n s t a n t e s  de t e m p o  da so lu ção
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O p r o b l e m a - t e s t e  u t i l i z a d o  é o mesmo da seção  an t e r i o r ,  
s endo  um p r o b l e m a  de S t e f an  com S t e = 0 ,6 4 0 6 .  Como  não ex i s t e  
f l uxo  de c a l o r  a t r a v é s  da i n t e r f a c e ,  po i s ,  após  e s t a  o ma t e r i a l  se 
e n c o n t r a  à mesma  t e m p e r a t u r a  de m d f ,  v e r i f i c a - s e  que ap enas  pa r t e  
do dom ín i o  p r e c i s a  ser  e s t u d a d o .  No caso  do p r ob l em a  e s co lh id o ,  
t r a t a - s e  de uma s o l i d i f i c a ç ã o ,  en t ã o ,  apenas  o domín io  só l ido  
n e c e s s i t a  ser  m o d e l a d o .  Po r  i s t o  as ma lhas  a p r e s e n t a d a s  na f i gura  
7 .17  c o b re m  ap en a s  e s t a  p a r t e  do dom ín io ,  com o n úm ero  f ixo de 
v o l u m e s  1 0 x 1 0 , que  se ex p an d e m  à med ida  que  o domín io  aumen ta .  
A ú l t i m a  l inha  £ = c t e  co in c id e  com a p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  pa r a  um 
c e r t o  i n s t a n t e  de t e m p o ,  e a l inha  t, a n t e r i o r  c o r r e s p o n d e  à po s i ç ão  
da i n t e r f a c e  no i n s t a n t e  de t empo  a n t e r i o r .  Uma  aná l i s e  das  malhas  
p e r m i t e  v e r i f i c a r  a p r e v i s ã o  c o r r e t a  da fo rma  da i n t e r f a c e ,  sendo 
s e m e l h a n t e  a g r á f i c o s  como  as f i g u r a s  7.13 e 7 .7  que  m o s t r a m  a 
p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  no d e c o r r e r  da so lu ção .
A f i g u ra  7 .18  m o s t r a  as cu rva s  de p o s i ç ão  x da i n t e r f a c e  na 
f r o n t e i r a  n o r t e  e na d i a g o n a l ,  c o m p a r a d a s  à so lu ç ão  com malha  f ixa 
20x20  v o l u m e s  no domín io .  V e r i f i c a - s e  uma  e x c e l e n t e  c o n c o r d â n c i a  
e n t r e  as s o l u ç õe s .
posição ( x/L )
Fig.  7 .18  - C o m p a r a ç ã o  e n t r e  so l u ç õ e s  com malha  
móve l  e malha  f ixa
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E s t e  m é t o d o  é de r áp i d a  c o n v e r g ê n c i a ,  po i s  a eq uaç ão  de 
e n e r g i a  é r e s o l v i d a  a pen as  uma  vez  pa r a  c ada  avanço  de t empo .  As 
i t e r a ç õ e s  são n e c e s s á r i a s  a pen as  pa r a  a j u s t a r  a p o s i ç ão  da ú l t ima  
l inha  da malha  ( c o i n c i d e n t e  com a p o s i ç ão  da i n t e r f a c e ) ,  u t i l i z an do  
o b a l a n ç o  de e n e r g i a  nos  vo lu me s  em m d f  p a r a  o b t e r  o va lo r  do 
j a c o b i a n o  d e s t e s  vo lu mes .  A a t u a l i z a ç ã o  da malha  é um cá l cu lo  
a lg é b r i c o  s imp le s  e r á p i d o ,  a ss im como  a a t u a l i z a ç ã o  das  mét r i c a s .
N e s t a  so l u ç ã o ,  o m é t o d o  a p r e s e n t o u  p r o b l e m a  no f inal  do 
dom ín i o ,  onde  a i n t e r f a c e  t e n d e  a se r e d u z i r  a um p o n t o .  Po r  i s t o ,  o 
c á l cu lo  do t em po  t o t a l  de so l i d i f i c a ç ã o  com e s t e  m é to do  f ica 
p r e j u d i c a d o  ne s t e  c aso .  Mas  e s t a  é a pen as  uma  p e c u l i a r i d a d e  da 
g e o m e t r i a  d e s t e  p r o b l e m a  e sp ec í f i c o ,  não c o n f i g u r a n d o  um p ro b l em a  
do m é t o d o  p r o p r i a m e n t e  d i to .
7 .5 -  SO L U Ç Ã O  2-D COM C O N V E C Ç Ã O  NO D O M ÍN I O  LÍQU IDO
P a r a  d e m o n s t r a r  a v e r s a t i l i d a d e  do m é t o d o  p r o p o s t o  ne s t e  
t r a b a l h o  e s t e  s e r á  u t i l i z a d o  num p r o b l e m a  e n v o lv e n d o  t ambém 
c o n v e c ç ã o  na f ase  l í qu ida .  O p r o b l e m a  e sc o l h i d o  p a r a  es t e  fim 
c o n s i s t e  numa  fu são  de e s t a n h o  p a r a  a qua l  ex i s t em  r e s u l t a d o s  
e x p e r i m e n t a i s  l e v a n t a d o s  po r  Gau & V i s k a n t a  [ 128]  e W o l f f  & 
V i s k a n t a  [ 129 ] ,  E s t e  p r o b l e m a  é b a s t a n t e  u t i l i z a d o  na l i t e r a t u r a  
pa r a  c o m p a r a ç ã o  de r e s u l t a d o s ,  p o d e n d o - s e  c i t a r  Gob i n  & Bé na r d
[48]  e Vie lmo [127 ] ,  Os v a l o r e s  a d o t a d o s  pa r a  o p r ob l em a  são os 
s egu in te s :
• t e m p e r a t u r a  in ic ia l :  Tin=Tf= 2 3 1 , 9°C
• t e m p e r a t u r a  da pa r e de :  Tw= 2 33 , 9  °C
• massa  e spe c í f i c a :  P s =  P l = 6980  k g / m 3
• c a l o r  e sp ec í f i c o :  c s = Cl = 257 J / kg  °C
• c o n d u t i v i d a d e  t é rm ica :  k s= k L= 32 ,2  W/m °C
• v i s c o s i d ad e :  |a= 2,81 x 1 0 ' 7 m2/s
• c o e f i c i e n t e  de e x p a n s ã o  v o l u m é t r i c a :  P= 106 x 10 ' 6 / °C
• ca l o r  l a t e n t e  de fusão :  X= 60 60 0  J /kg
r e s u l t a n d o  nos  s e g u i n t e s  v a l o r e s  de n ú m e r o s  ad im ens ion a i s :
• Pr  = 0 ,0 15 7
• Ste  = 0 , 0 0 84 8
• R a Ly = 1,23 x 1 0 5
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A f igu ra  7 .19  a p r e s e n t a  uma  d e s c r i ç ã o  e s q u e m á t i c a  do p ro lema .  
I n i c i a l m e n t e  o e s t a n h o  se e n c o n t r a  no e s t a d o  só l ido  na t e m p e r a t u r a  
de m u d an ç a  de fase .  No t e m p o  t = 0, i n s t a n t a n e a m e n t e  a t e m p e r a t u r a  
da p a r e d e  e s q u e r d a  da c av id ad e  é c o l o c a d a  à t e m p e r a t u r a  Tw=c te ,  
e n q u a n t o  que  a p a r e d e  d i r e i t a  é m an t i d a  à t e m p e r a t u r a  i nic ia l ,  ou 
se ja ,  à t e m p e r a t u r a  de m df .  As p a r e d e s  su p e r i o r  e i n f e r i o r  são 











Fig.  7 . 19  - E s q u e m a  do p r o b l em a
A p r e s e n t e  s o l u ç ã o  é c o m p a r a d a  com as s o l u ç õ e s  o b t i d a s  por  
Gob in  & B é n a r d  [48]  e Vie lmo  [127]  e com os r e s u l t a d o s  
e x p e r i m e n t a i s .  É i m p o r t a n t e  o b s e r v a r  que os r e s u l t a d o s  
e x p e r i m e n t a i s  não r e p r o d u z e m  e x a t a m e n t e  o p r o b l e m a  s imu lado ,  
de v ido  a l im i t a ç õ e s  e x p e r i m e n t a i s ,  c o n fo r m e  o b s e r v a d o  pe los  
a u t o r e s  c i t ad o s .  As p r i n c i p a i s  d i f i c u ld a d e s  são:
• m an t e r  o m a t e r i a l  a uma t e m p e r a t u r a  h o m o g ê n e a  i gua l  à de 
m u d an ç a  de fase ,  e
• impor  a t e m p e r a t u r a  na pa r e d e  ( T w) de mane i r a  i n s t a n t â n e a  no 
t em po  t = 0. No  e x p e r i m e n t o  a t e m p e r a t u r a  na p a r e d e  som en te  
a t i ng iu  o v a lo r  p r e v i s t o  após  7 m in u to s  do in íc io  do p r o c e s s o .
I s t o  que r  d i ze r  que  nos  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s  a i n t e r f ac e  
f i c a r á  em uma p o s i ç ã o  a t r a s a d a  com r e l a ç ã o  à s imu laç ão  numér i ca .
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Com o se s abe ,  no i n í c io  do p r o c e s s o  de m u d an ç a  de f a se  o c o r r e m  os 
m a i o r e s  f l ux os  de ca l o r ,  e a v e l o c i d a d e  da i n t e r f ac e  é maior .  O 
p r o c e s s o  é p r a t i c a m e n t e  d i fu s iv o ,  poi s  a c o n v e c ç ã o  a inda  não se 
i n s t a l o u  de v id o  à r a z ã o  de a s p e c t o  da cav id ad e  e x i s t e n t e .  À medida  
que  e s t a  c a v i d a d e  vai  c r e s c e n d o ,  a c o n v e c ç ã o  vai  se t o r n a n d o  mais  
e mais  i m p o r t a n t e .
Na  f i g u r a  7 .20  a p r e s e n t a m - s e  as t r ê s  s im u l a çõ e s  num ér i ca s ,  
as so l u ç õ e s  da l i t e r a t u r a  e os r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s  pa r a  dois  






Fig.  7 . 20  - S o l u ç ão  de m d f  com c o n v e c ç ã o
Na so l u ç ão  de Gob in  & B é n a r d  [48] ,  e les  u t i l i z a m  como 
c o n d i ç ã o  i nic ia l  a so l u ç ão  e x p e r i m e n t a l  no t em po  t = 0 ,57 9h .  As 
dema i s  s i m u la çõ e s  são p r o c e s s a d a s  a p a r t i r  do t em po  i n ic ia l
V e r i f i c a - s e  que  as so l u ç õ e s  o b t i d a s  com o novo  m é t o d o ,  nos  
do i s  t i p o s  de ma lha  móvel ,  a p r e s e n t a m  boa  c o n c o r d â n c i a  com a 
so lu ç ão  de V ie lmo  [127] ,
Vielmo [ 1271 ---:— M ------■ ! 1 é.malha móvel ajustável • 1■ ! 1
• •
malha mó/el coinc. com iaterf. /< j • ■ ! 1 • :_____método de Voller [89] • . ' •. . . Gobin & Benard [48] A / ■ ■' 1 / •
£  resultados experimentais • • J / . • 0 1:// * • 1,
1/
t=l , 0 1 2  h t=2,079 h
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É i m p o r t a n t e  r e s s a l t a r  que  os m é t o d o s  de so l uç ão  pa r a  o 
p r o b l e m a  t é r m ic o  são de r áp id a  c o n v e r g ê n c i a .  De uma fo rma  gera l ,  
o n ú m er o  de i t e r a ç õ e s  é d e t e r m i n a d o  pe l a  so luç ão  h id ro d in âm ic a ,  
po i s ,  a so l u ç ão  n u m é r i c a  de c o n v e c ç ã o  n a tu r a l  é b a s t an t e  
t r a b a l h o s a .  Po r  i s so ,  a l im i t a çã o  pa r a  o avanç o  de t em p o  t ambém é 
i m p o s t a  pe l a  so lu ç ão  h i d ro d in â m i c a .  Os av an ç o s  de t emp o  va r i a r am 
de 1  a 1 0  s e g u n d o s ,  s endo  a u t o m a t i c a m e n t e  c o n t r o l a l o s  pelo 
p r o g r a m a ,  de a c o r d o  com a f a c i l i d a de  ou d i f i c u ld a d e  da 
c o n v e r g ê n c i a .
O c r i t é r i o  de c o n v e r g ê n c i a  u t i l i z a d o  foi  a c o n v e r g ê n c i a  dos 
c a m p o s  de v e l o c i d a d e  v e t e m p e r a t u r a  com a t o l e r â n c i a  de l x l O ' 5, 
t a l  que
v ~  vold 
vmedia
< 1 0 ,-5 T-T,old
Tmedia
< 1 0 ,-5
onde  os v a l o r e s  m éd io s  f o r am  c a l c u l a d o s  em cada  caso  e o su bs c r i t o  
“ o l d ” se r e f e r e  a v a l o r e s  da  i t e r a ç ã o  an t e r i o r .
Na  so l u ç ão  a p r e s e n t a d a  u t i l i z o u - s e  p a r a  o f a t o r  de 
d e s a l i n h a m e n t o  da ma lha  a ju s t á v e l  o va lo r  FD = 0 ,05 .  T o d as  as 
s o l u ç õ e s  fo r am  o b t i d a s  com ma lhas  28x28  r e f i n a da s  a p a r t i r  da 
p a r e d e  da e s q u e r d a  que  cede  ca lo r ,  como u t i l i z a d o  po r  Vie lmo
[127 ] ,  Na  so lu ç ão  de Gob i n  & B é n a r d  [48]  foi  u t i l i z a d a  uma malha  
i r r e g u l a r  com 23x23  vo l ume s .
Na  f i g u r a  7.21 são a p r e s e n t a d o s  os do i s  t i p o s  de malha  móvel  
nos  mesmo s  t e m p o s ,  t = l , 0 1 2 h  e t = 2 , 0 7 9 h  u s a d o s  na f i gu ra  7 .20 .  A 
ma lha  móvel  a j u s t á v e l ,  com FD = 0 ,0 5 ,  so f r eu  14 a ju s t e s  a té  a t i n g i r  a 
s i t u a ç ã o  r e p r e s e n t a d a  na f i g u r a  7 . 2 1 a ) ,  e 25 pa r a  ch eg a r  à s i t u açã o  
m o s t r a d a  na f i g u r a  7 .2 1b ) .  A p o s i ç ã o  da i n t e r f a c e  nos  doi s  t e m p o s  é 
m o s t r a d a  pe l a  l inha  t r a c e j a d a .  Na  f i g u r a  7.21 b) v e r i f i c a - s e  que o 
d e s a l i n h a m e n t o  (FD = 0 ,0 5 ) ,  mesmo  p e q u e n o ,  p e rm i t e  que  a i n t e r f a c e  
não se e n c o n t r e  t o d a  em uma mesma  c o l u n a  de vo lu me s  da malha.
As f i gu r a s  7 .21 c) e d) se r e f e r e m  à malha  móvel  c o in c id e n t e  
com a i n t e r f a c e .  V e r i f i c a - s e  que  ne s t e  c aso  u s a - s e  malha  mais  densa  
no domín io  l í qu id o ,  uma  vez  que  e s t a  t r a b a lh a  com o número  
c o n s t a n t e  de co lu na s ,  a pen as  se e x p a n d i n d o  à med ida  que  o domín io  
c r e sc e .  Caso  e s te  não fo s s e  um p r o b l e m a  de S t e f an ,  i s t o  é, caso 
h o u v e s s e  f l uxo  de ca lo r  no do mín io  só l i d o ,  se r i a  n e c e s s á r i o  cob r i r  
e s t e  domín io  com uma  ma lha  que  i r ia  se co m p r i m i n d o  à med id a  que 
ele  f o s s e  d iminu indo .
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a) malha móvel ajustável, t=1,012h b) malha móvel ajustável, t=2,079h
Fig .  7.21 - Ma lhas  móve is  da so lução
A r e p r e s e n t a ç ã o  de l inhas  de c o r r e n t e  nos  do i s  c a s o s ,  nos  
m esm os  t e m p o s  t = l , 0 1 2 h  e t = 2 , 07 9 h ,  é a p r e s e n t a d a  na f i gu ra  7 .22 .  
A l inha  t r a c e j a d a  r e p r e s e n t a  a p o s i ç ão  da i n t e r f a c e  em cada  
s i t u a ç ã o .  V e r i f i c a - s e  que nos dois  m é t o d o s  de s o l u ç ã o  o 
c o m p o r t a m e n t o  das  i so l i nh as  é s e m e lh an t e ,  de n t ro  do e s p e r a d o  pa r a  
uma c o n v e c ç ã o  n a tu r a l  com número  de Ray le igh  da o rd em  de 105.
As i s o t e r m a s  nas s i t u aç õ es  c o r r e s p o n d e n t e s  se e n c o n t r a m  na 
f i g u r a  7 .23 .  V e r i f i c a - s e  a d e fo r m a ç ã o  das i s o t e r m a s  d e v i d o  à 
p r e s e n ç a  da c o n v e c ç ã o  na tu r a l  na cav i dad e  l íqu ida ,  e que  e s t a  
d e f o r m a ç ã o  c r e sc e  à medida  que a c av id ad e  aumenta .
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Fig.  7 .22  - R e p r e s e n t a ç õ e s  das  L inhas  de C o r r e n t e
Os pe r f i s  de v e lo c id a d e  na l inha  média  da c av i d a d e  são 
a p r e s e n t a d o s  na f i gu ra  7 .24 .  São r e p r e s e n t a d o s  os v a lo r e s  
a d i m e n s i o n a i s  da v e l o c i d a d e  ve r t i c a l ,  d ados  po r  v*=vLx / a ,  v e r s u s  a 
c o o r d e n a d a  ad im en s io n a l  x* = x / L x . V e r i f i c a - s e  que  pa r a  c a p t a r  
m e lh o r  o pe r f i l  de v e lo c id a d e  se r i am n e c e s s á r i o s  mais  p o n t o s  da 
ma lha  j u n t o  às p a r e d e s  da cav i dad e ,  po i s  ne s t a  r eg i ã o  o c o r r e m  os 
m a i o r e s  g r a d i e n t e s .
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Fig.  7 .23 - R e p r e s e n t a ç õ e s  das  I s o t e r m a s
A f i gu ra  7 .25 a p r e s e n t a  pe r f i s  de t e m p e r a t u r a  r e l a t i v a  na 
l inha  média  da c a v i d a d e  l íquida .  T r a t a - s e  do va lo r  da t e m p e r a t u r a  
u sa nd o  a t e m p e r a t u r a  de m u d an ç a  de fase  como  r e f e r ê n c i a ,  da 
mesma  mane i r a  u t i l i z a d a  ao l ongo  do d e s e n v o l v i m e n t o  t e ó r i c o  de s t e  
t r ab a lh o .
As c o m p a r a ç õ e s  m o s t r a d a s  nas f i gu ra s  7 .22  a 7 .25  l evam à 
co n c l u sã o  de que  os m é t o d o s  a p r e s e n t a m  s o l u ç õ e s  s e m e l h an t e s ,  
ha ven do  apenas  uma  p e q u e n a  d i s c r e p â n c i a  na p r e v i s ã o  da po s i ç ão  da 
i n t e r f a c e  ao l ongo  do t empo .  As so l u ç õ es  t e r m o  e f l u id o d i n â m i c a s  
são c o e r e n t e s  e os t e m p o s  c o m p u t a c i o n a i s  r e q u e r i d o s  pe los  doi s  
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X*=X/Lx
Fig.  7 .24  - Pe r f i s  de v e l o c i d a d e  na l inha  média  da c av id ad e
X*=X/Lx
Fig.  7 .25 - Pe r f i s  de t e m p e r a t u r a  na l inha  média  da c av id ad e
CAPÍTULO 8
CONCLUSÕES
O objetivo principal do presente trabalho foi criar um novo método para 
solução numérica de problemas envolvendo mudança de fase. Os detalhes 
conclusivos foram minuciosamente relatados no corpo do trabalho. Neste 
capítulo apenas as conclusões principais são reafirmadas.
O novo método proposto não se classifica nas duas linhas de métodos até 
hoje apresentados na literatura. Na verdade, sua concepção possui 
características da formulação em um domínio, ou método da entalpia, mas 
também se assemelha à formulação em dois domínios, ou método da 
temperatura por ser capaz de acompanhar a posição da interface durante a 
solução. Por isto, o novo método foi denominado “método em um domínio com 
acompanhamento da frente” (“front-tracking one-domain method“).
Mostrou-se que este novo tratamento da interface leva a bons resultados 
numéricos no cálculo da temperatura,  ao contrário do método da entalpia, que 
apresenta dificuldade em fazê-lo. E capaz de prever a posição da interface com 
boa precisão para pequenos e grandes valores de números de Stefan. A nova 
metodologia permite a utilização de diferentes valores de propriedades 
termodiâmicas nas diferentes fases com facilidade. É um método estável, capaz 
de corrigir erros introduzidos no início da solução, quando as não linearidades 
são importantes.
Dois t ipos de malha móvel foram propostos,  resultando em dois métodos 
bastante diferentes, porém com a mesma concepção. Novos algoritmos para 
adaptação das malhas à posição da interface foram desenvolvidos. Um deles 
requer a geração e adaptação da malha em cada avanço de tempo, por possuir 
uma linha coincidente com a posição da interface, e o outro permite um certo 
desalinhamento da malha com relaçao à interface, sendo ajustada de acordo 
com um fator de desalinhamento admissível.
Os métodos foram testados e apresentaram bons resultados. Pode-se 
dizer que estão completamente desenvolvidos para a solução de mudança de 
fase de substâncias puras, que ocorre a uma temperatura constante.
Resta ainda a sua utilização na solução de mudança de fase de materiais 
multicomponentes,  que ocorre dentro de uma faixa de temperatura,  gerando 
uma região intermediária onde coexistem sólido e líquido. A maior dificuldade 
para aplicacão do novo método neste caso é a existência de três domínios, um 
sólido, outro líquido e um intermediário. Porém, esta não parece ser uma 
limitação significativa, pois, em alguns trabalhos resolve-se mudança de fase de 
material multicomponente utilizando o método da temperatura. .  Dentre eles 
podem-se citar Kim & Kaviany [60], Saitou & Hirata [61] e Prakash [130, 
131]]. Este estudo fica como continuidade natural do presente trabalho.
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Como sugestões para outros futuros trabalhos podem-se sugerir
• a utilização do novo método na mudança de fase com mudança de volume, 
como feito em Kim et al. [59];
• a adaptação da malha também para captar melhor as camadas limites nas 
fronteiras, além do alinhamento à interface já realizado.
• a aplicação da presente metodologia a problemas mais reais como 
solidificação de peças fundidas em moldes.
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